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摘要 本文研究了多自主体系统在数字噪声信道下的分布式趋同问题. 在数字网络中, 由信道噪声

带来的估计误差会对系统的趋同产生不良影响. 针对二值对称信道的不确定性, 本文提出了一种动

态可靠通信策略, 以保证实值随机信号的期望通信精度. 进而, 提出了趋同控制律, 证明在该控制律

下,量化器不饱和,且通过选取适当的通信时间,可以使系统实现趋同.同时,分析了通信的时间复杂

度,并通过数值仿真比较了可靠通信与量化通信下的趋同表现.
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1 引言

近年来, 多自主体系统的分布式估计与分布式控制受到广泛关注, 成为系统控制领域研究的热点

问题 [1, 2]. 该问题在多个领域都有广泛的应用, 例如集群 [3]、队形控制 [4]、分布式计算 [5]、传感器信息

融合 [6, 7] 等. 这类问题刻画的是如何通过各自主体间的局部通信协作实现多自主体系统的整体行为.

在实际数字网络中, 通信因网络设备的局限性及网络环境不确定性而受到限制, 其中的量化效应及数

字信道的噪声会严重影响多个体系统的表现. 因此, 在数字通信下多自主体系统的趋同性控制是具有

重要实际应用价值和理论研究意义的问题 [8].

目前已有不少工作研究了量化通信的情形, 其中, 文献 [9∼11] 研究了无限阶均匀量化器下的趋同

问题, 证明了趋同稳态误差的有界性. 文献 [12, 13] 中假设量化误差为白噪声, 采用了分布式随机逼近

的算法来实现平均趋同. 文献 [14, 15] 基于无限阶对数量化器, 研究了系统的分布式趋同问题. 对于有

限带宽的情形,文献 [16]提出了尺度变换函数,通过应用动态编解码策略使得有限阶量化器不饱和.文

献 [17] 在控制律中应用了衰减尺度函数从而使得系统可以在有限带宽下实现精确趋同. 之后, 在有限

带宽下, 对于高阶系统 [18]、时变拓扑 [19,20] 以及延时效应 [21] 下的趋同问题也都得到了很好的研究.

以上工作, 均是对量化效应下的趋同问题进行的研究. 而数字噪声信道下的通信不仅包含了量化

效应, 还包含有随机噪声、动态编解码以及时延等多种因素, 单纯的量化通信策略无法应对这样的复
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杂性,因而我们需要更可靠的通信策略来解决信道通信的不确定性问题.在数字噪声信道的研究中,二

值删除信道 (BEC) 与二值对称信道 (BSC) 是两类最基础的理论模型. 文献 [22] 设计了 BEC 信道下

的信道编解码策略, 并证明了此策略下的估计是收敛的, 但收敛速率与随机信号的分布有关. 基于此

结果, 文献 [23] 对于 BEC 下的分布式平均问题给出了收敛的算法. 而对于 BSC 下的分布式控制问

题, 目前尚未得到广泛关注. 与 BEC 不同, BSC 模型在多种网络结构中应用更广泛, 特别是在无线网

络中, 另外 BSC 因信号传输中会发生错误, 其可靠性比 BEC 更差, 理论分析也更为复杂. 在 BSC 下

的多自主体系统中, 因自主体的状态的分布随时间变化, 从而设计出一个能保证估计一致收敛的通信

策略也更为困难.

针对此问题, 本文提出了动态可靠通信策略, 它包含有限阶均匀量化器、树型结构信源编码器以

及类似 [24] 中的信道编解码策略, 并且证明了只要输入信号关于量化器不饱和, 则状态估计误差一致

收敛于 0. 我们也提出了基于此策略的分布式控制律, 并证明了在此控制律下, 无论通信时间如何选

取, 自主体的状态都关于量化器不饱和. 进一步, 在此控制律下, 对于递增通信时间的动态通信策略,

证明了系统可以实现趋同.另外,我们也给出了算法的时间复杂度分析,说明了可以通过适当选取通信

策略参数来使得收敛时间更短. 在最后, 本文通过数值模拟对可靠通信策略与一般量化通信策略下多

个体系统趋同的表现进行了比较.

本文其余部分组织如下. 第 2 节, 引入基本概念并描述本文要研究的问题. 第 3 节设计通信策略

与控制律, 分析闭环系统收敛性并讨论了时间复杂度. 第 4 节应用一个数值实例对本文的结论进行验

证. 最后, 在第 5 节对本文进行了总结并讨论了下一步的研究方向.

2 问题描述

2.1 图论基本概念

考虑一个由 N 个自主体构成的多自主体网络. 我们用无向图 G = {V, E ,A}来表示个体间的数字
通信网络. 其中 V = {1, 2, . . . , N} 为顶点集, 顶点 i ∈ V 表示自主体 i; E ⊂ V × V 表示 G 的边集, 其

中 (i, j) ∈ E 当且仅当从 i 到 j 及从 j 到 i 之间都有通信; A = [aij ] ∈ RN×N 为 G 的邻接矩阵, 其中

aij = 1 当且仅当 (i, j) ∈ E , 否则 aij = 0. 本文假设 aii = 0, i = 1, . . . , N . 因为图 G 是无向图, 故 A 是
对称矩阵.

自主体 i 的邻居集定义为 Ni = {j ∈ V : aij = 1}. Ni 的基数被称为 i 的度, 记为 di. 令 D =

diag{d1, . . . , dN}, 则 G 的 Laplace矩阵定义为 L = D−A. 可知 0 = λ1(LG) 6 λ2(LG) 6 · · · 6 λN (LG),

其中 λ2(LG) 被称为 G 的代数连通度.

2.2 数字噪声信道

在本文中, 自主体间的通信信道都是数字噪声信道. 即若 (i, j) ∈ E , 则 i 与 j 之间通信传输的内

容都是 0 或 1, 且通信的噪声会导致信号错误. 我们用经典的 BSC 来描述该数字噪声信道.

BSC. 若个体 i 到个体 j 之间的通信信道为 BSC 信道, 则在时刻 t = k∆, k = 0, 1, 2, . . ., 发送者 i

都会向接收者 j 发送一个二值信号 aji (t) ∈ {0, 1}, 其中 ∆ 为通信间隔. 我们假设信号是瞬间通过信道
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的, 即在发送的同时, 个体 j 会收到一个可能有错误的信号 bji (t) ∈ {0, 1}, 且满足

bji (t) =

 1− aji (t), 概率为 ϵ,

aji (t), 概率为 1− ϵ,
(1)

其中 ϵ 表示误码率, 即信号通过信道变为错误信号的概率. 我们总假设 BSC 信道是无记忆的, 即在条

件 aji (t) 下, bji (t) 与 {ai(s), bji (s) : 1 6 s < t} 都是条件独立的.

2.3 可靠通信

在分布式趋同问题中,数字噪声信道 BSC下的通信并不可靠,因此我们需要采用可靠的通信技术

来对传输的信息进行再编码, 并在接受端将其解码为较准确的信息. 可靠通信策略包含量化器、信源

编码和信道编码.

量化器. 量化器 Q2l(·) 是指映射:

Q2l(·) : R → Γ,

它将实值向量映到量化集 Γ 中. 量化器的阶数 2l 等于集合 Γ 的基数.

信源编码. 信源编码 Tl 是指映射:

Tl : Γ → {0, 1}l,

它将量化值一一对应地映为 0-1 序列, 最经典的信源编码即是将量化值映为其二进制展开.

信道编码与解码. 在数字噪声信道下, 为了保障可靠通信, 需要先对信源编码得到的二值序列进

行再次编码, 即信道编码, 之后再进行传输. 信道编码是指映射

Et : {0, 1}l → {0, 1}t,

它将一列长度为 l 的 0-1 序列 (w1, . . . , wl) 再次编码为一列长度为 t 的 0-1 序列 (y1, . . . , yt). 发射端

将序列 (y1, . . . , yt) 输入数字噪声信道, 接收端收到噪声干扰的序列 (z1, . . . , zt), 其中 zi ∈ 0, 1. 信道解

码是指映射

Dt : Zt → {0, 1}l,

它将序列 (z1, . . . , zt) 解码为序列 (ŵ1, . . . , ŵl).

完整的通信过程可表示如下:

R
Q

2l−→ Γ
Tl−→ {0, 1}l Et−→ {0, 1}t BSC−→ Zt Dt−→ {0, 1}l

T −1
l−→ Γ,

x −→ x̃ −→ (ws)
l
s=1 −→ (ys)

t
s=1 −→ (zs)

t
s=1 −→ (ŵs(t))

l
s=1 −→ x̂t.

(2)

2.4 问题描述

本文讨论含有 N 个自主体的多自主体网络在数字噪声信道 BSC下的分布式趋同问题.其中每个

个体的动态方程为

xi(k + 1) = xi(k) + ui(k), (3)

k = 0, 1, . . . , i = 1, . . . , N , 其中 xi(k) ∈ R 表示个体 i 在第 k 次控制后的状态, ui(k) ∈ R 表示个体 i

第 k 次控制的值.令 tk 表示所有个体进行第 k 次控制的时间, k = 0, 1, . . .,并有 t0 = 0, tk+1 = tk + sk,

其中 sk > 0 表示 k 与 k + 1 次控制的时间间隔.

3
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我们假设网络拓扑为连通无向图 G = {V, E ,A}, 且每对相邻个体间应用数字噪声信道进行通信.

个体间的通信以如下形式进行: 个体 i在 tk 时刻将更新的状态 xi(k)编码为二值序列 (y1, y2, . . . , ylk),

其中 lk 6 sk
∆ , 而在 t = tk + m∆ 时刻, m = 0, 1, . . . , lk − 1, 个体 i 向其邻居 j 发送二值 ym+1, 与此

同时, j 接受到信号 zm+1 ∈ Z, 并记录在 j 的解码器中. 在 t = tk + (lk − 1)∆ 时刻, j 将记录的序列

(z1, z2, . . . , zlk) 解码为对 xi(k) 的估计值 x̂ij(k).

我们需要找到适当的可靠通信策略并设计分布式控制律 ui(t), 使得对于每个个体 i (i ∈ V), 都能
应用局部信息, 来使系统达到如下意义的趋同:

lim
t→∞

E|xi(t)− xj(t)|2 = 0, ∀i, j. (4)

3 主要结果

本节针对上述问题,设计了可靠通信策略的量化器、信源编码器及信道编解码器,并证明了在 BSC

信道通信中应用该通信策略状态估计的收敛性, 并且说明了此收敛速率与信号的分布无关. 同时提出

了基于上述通信策略的分布式控制律, 证明了在该通信策略及控制律下, 系统的状态关于量化器不饱

和.进一步,证明了通过选取通信时间可以使系统达到稳态误差或实现精确趋同,给出了时间复杂度的

分析.

3.1 通信策略设计

在多个体系统中, 每个个体的状态 {xi(k), k = 0, 1, . . .} 是一列分布不同且相依的随机变量. 为了

保证估计误差的一致收敛, 我们首先采用有限阶均匀量化器, 其中量化集为

ΓC,m =

{
− C +

2iC

m
|i = 0, . . . ,m− 1

}
,

量化阶数为 m. 对应的量化器 QC,m(·) 为

QC,m(x) =


−C, x < −C,

−C + 2iC
m , −C + 2iC

m 6 x < −C + 2(i+1)C
m , i = 0, 1, . . . ,m− 1,

C − 2C
m , x > C − 2C

m ,

(5)

则可以得到

E|x−QC,2l(x)|2 6 4C22−2l. (6)

注1 在文献 [22, 24] 中, 信号过程都假设为一列同分布的随机变量, 所以量化器可以根据其分布

来选取从而使得量化误差最小. 然而, 在分布式趋同问题中, 不同自主体在不同时间的状态分布都不

同, 所以需要特别指定有限阶均匀量化器, 它虽然不是最优的量化器却能使量化误差一致地小.

之后, 我们考虑树型结构信源编码 [25]:

Tl,C(x) : ΓC,2l → {0, 1}l.

为了保证可靠通信, 采用类似文献 [22, 24] 的信道编解码器. 给定重复指数 q 以及由树型编码得

到的二值序列 {w1, . . . , wmt}, 信道编码可由如下方式定义:

Et,q({w1, . . . , wmt}) = ({y1, . . . , yt}), (7)

4
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其中 {y1, . . . , yt} 是无穷序列

{w1, . . . , w⌈q⌉, w1, . . . , w⌈2q⌉, w1, . . . , w⌈3q⌉, w1, . . .}

的前 t 项. 我们定义 {j1, . . . , jt} 为 wjl = yl, l = 1, 2, . . . , t, 并令 mt := max{j1, . . . , jt}. 将 {y1, . . . , yt}
输入后, 信道输出为 {z1, . . . , zt}, 信道解码定义为

Dt,q({z1, . . . , zt}) = ({ŵ1, . . . , ŵmt}), (8)

其中 (ŵj)
mt
j=1 ∈ {0, 1}mt 由如下方式给出: 对于所有 j,

ŵj =


1, 若

∑
jl=j yl∑
jl=j 1 > 1

2 ,

0, 若
∑

jl=j yl∑
jl=j 1 < 1

2 .
(9)

由此我们将 BSC 上可靠通信策略定义为

SC,t = (QC,t, Tmt , Et,q,Dt,q, T −1
mt

),

并且可以得到如下引理.

引理1 在 BSC 信道下, 应用可靠通信策略 SC,t, 若输入信号 X ∈ Rd 满足 ∥X∥∞ 6 C a.s., 则得

到的估计值 X̂ 满足 ∥X̂∥∞ 6 C a.s., 且

E∥X − X̂∥22 6 p̃(t)2−β̃t
1
2 ,

其中,

(i) 若 q <
D( 1

2∥ϵ)d
2 , β = 2

√
2q
d p(t) = 4C2d2

q+2
d (C( 12 , ϵ)

√
2qt+ 1),

(ii) 若 q =
D( 1

2∥ϵ)d
2 , β = 2

√
2q
d p(t) = 4C2d2

q+2
2q (C( 12 , ϵ)

√
2qt+ 1),

(iii) 若 q >
D( 1

2∥ϵ)d
2 ,

β = −D

(
1

2
∥ϵ
)√

2

q
p(t) = 4C2d2

q+2
2q

 C( 12 , ϵ)

1− 2
D( 1

2
∥ϵ)

q − 2
d

+ 1

C(δ, ϵ)

=

√
δ

2π(1− δ)

1− ϵ

δ − ϵ
D(δ∥ϵ) = δ log

δ

ϵ
+ (1− δ) log

1− δ

1− ϵ
.

证明 令 vj = |{1 6 τ 6 t|j(τ) = j}|, 则若 j > mt, vj = 0. 对于 j = 0, 1, . . . ,mt, 考虑

事件 Aj = {ŵ1 = w1, . . . , ŵj = wj}, 令 Bj = Aj − Aj+1. 可以观察到 Bj 是两两无交的, 且有

P((
∪mt−1

j=0 Bj)
∪

Amt) = 1. 因此

P(Bj) 6 P({ŵj+1 ̸= wj+1}) = P

({∑
jl=j,yl ̸=zl

1∑
jl=j 1

})

6
N∑

n=⌈N
2 ⌉

(
N

n

)
ϵn(1− ϵ)N−n 6 C

(
1

2
, ϵ

)
2−vj+1D( 1

2∥ϵ).

5
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注意到在事件 Aj 下, E∥X−S−1
j,C(Sj,C(X))∥22 6 4C2d2−

2j
d . 我们假设mt = ⌈kq⌉,同时有 vj > k− i

q ,

因此有

E∥X − X̂∥22 =

⌈kq⌉−1∑
i=0

E[∥X − X̂∥22|Bj ]P(Bj) + E[∥X − X̂∥22|A⌈kq⌉]P(A⌈kq⌉) (10)

6
⌈kq⌉−1∑
i=0

4C2dC

(
1

2
, ϵ

)
2−

2i
d −Dvi+1 +

4C2d

2
2kq
d

(11)

6
⌈kq⌉−1∑
i=0

4C2dC

(
1

2
, ϵ

)
2−

2i
d −D(k− i

q ) +
4C2d

2
2kq
d

. (12)

因为 t =
∑k

j=1⌈jq⌉ 6
∑k

j=1(jq + 1) = q
2k

2 + q+2
2 k, 故有 k >

√
2t
q − q+2

2q . 同时, t =
∑k

j=1⌈jq⌉ >∑k
j=1 jq = k(k+1)q

2 , 所以 ⌈kq⌉ 6 √
2qt.

(i) 若 q <
dD( 1

2∥ϵ)
2 , 则由式 (10),

E∥X − X̂∥22 6
⌈kq⌉−1∑
i=0

4C2dC

(
1

2
, ϵ

)
2−

2i
d − 2(qk−i)

d +
4C2d

2
2kq
d

= 4C2d

(
C

(
1

2
, ϵ

)
+ 1

)
1

2
2kq
d

6 4C2d2
q+2
d

(
C

(
1

2
, ϵ

)√
2qt+ 1

)
2−

2
√

2qt
d ,

(ii) 若 q =
dD( 1

2∥ϵ)
2 , 则由式 (10),

E∥X − X̂∥22 6 4C2dC

(
1

2
, ϵ

)
⌈kq⌉

2D( 1
2∥ϵ)k

+
4C2d

2
2kq
d

= 4C2d

(
C

(
1

2
, ϵ

)
⌈kq⌉+ 1

)
1

2D( 1
2∥ϵ)k

6 4C2d

(
C

(
1

2
, ϵ

)√
2qt+ 1

)
2

q+2
2q 2

−D( 1
2∥ϵ)

√
2t
q ,

(iii) 若 q >
dD( 1

2∥ϵ)
2 , 则由式 (10),

E∥X − X̂∥22 6
4C2dC( 12 , ϵ)

2D( 1
2∥ϵ)k

− 1

1− 2
D
q − 2

d

+
4C2d

2
2kq
d

6 4C2d2
q+2
2q

(
C( 12 , ϵ)

1− 2
D
q − 2

d

+ 1

)
2
−D( 1

2∥ϵ)
√

2t
q .

注2 从定义可看出, q 越小则重复程度越高, 通信就越可靠, 但蕴含的信息量 mt 也越小. q 越大

则蕴含的信息量越大但可靠性较低,而上述引理则给出了在错误概率为 ϵ的 BSC信道下,不同 q 取值

对估计误差的影响: 若 q 过小, 则信源编码的量化阶数很小, 从而导致了较大的量化误差; 若 q 过大,

则信道编码中每个信息的重复次数太少, 会因通信不可靠导致较大的噪声误差. 故应依据对实际估计

误差的要求来选取适当大小的 q. 注意到, 若 q = ∞, 则信道编码不再重复, 信道传输的二值序列就是

信源编码得到的序列. 在可靠通信策略中, 我们总假设 q 是有限的.

6
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3.2 控制律设计

我们采用如下形式的趋同控制律

ui(t) = h
N∑
j=1

aij(x̂ji(k)− xi(k)). (13)

将控制律 (13) 代入系统 (3), 有

xi(k + 1) = xi(k) + h
N∑
j=1

aij(x̂ji(k)− xi(k))

= xi(k) + h
N∑
j=1

aij(xj(k)− xi(k)) + h
N∑
j=1

aij(x̂ji(k)− xj(k))

= xi(k) + h

N∑
j=1

aij(xj(k)− xi(k))− h

N∑
j=1

aijeji(k), (14)

其中

eij(k) =

 xi(k)− x̂ij(k), if aij = 1,

0, if aij = 0.
(15)

令

X(k) = [x1(k), . . . , xN (k)]T, e(k) = [eij(k)], 1 = [1, . . . , 1]T.

可将系统 (14) 改写为

X(k + 1) = (I − hL)X(k)− hA⊙ eT(k)1. (16)

3.3 闭环系统分析

本小节将给出系统 (3) 在控制律 (13) 及动态通信策略 {SC,
sk
∆
}k 下的闭环收敛性分析. 首先, 给

出 3 条假设:

(A1) G 是连通无向图.

(A2) 初值 ∥X(0)∥∞ 6 C.

(A3) h < 1
2d∗ .

为了证明自主体的状态总是关于量化器不饱和的, 我们证明了如下引理：

引理2 一阶系统 (3) 在通信拓扑 G 及在 BSC 信道下, 若满足假设 (A1)∼(A3) 并采用动态可靠

通信策略 {SC,
sk
∆
}k 及控制律 U(k), 则对任意自主体 i = 1, . . . , N 在任意迭代次数后, 其状态都关于

{SC,
sk
∆
}k 几乎处处不饱和, 即

|x(k)| 6 C a.e. (17)

证明 归纳法. 若对 k 6 n 时, 都有 |x(k)| 6 C a.s., 则根据引理 1, 对于任意 i, j, k, 都有 −C 6
xi(k) 6 C a.s., −C 6 x̂ji 6 C a.s.. 又因 h < 1

d∗ , 故

xi(k + 1) = xi(k) + h
N∑
j=1

aij(x̂ji(k)− xi(k))

7
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=

1− h
N∑
j=1

aij

xi(k) + h
N∑
j=1

aij x̂ji(k)

6

1− h
N∑
j=1

aij

C + h
N∑
j=1

aijC

= C a.s. (18)

且

xi(k + 1) = xi(k) + h

N∑
j=1

aij(x̂ji(k)− xi(k))

=

1− h
N∑
j=1

aij

xi(k) + h
N∑
j=1

aij x̂ji(k)

>

1− h
N∑
j=1

aij

 (−C) + h
N∑
j=1

aij(−C)

= −C a.s. (19)

注3 动态可靠通信策略 {SC,
sk
∆
}k 及控制律 (13)保证了系统状态的不饱和, 无论通信时间 sk 如

何选取. 这个性质保证了估计误差的一致收敛性. 因此可以通过选择递增的通信时间 sk 来使得对邻

居自主体状态的估计一致收敛于真值.

从而, 得到了关于闭环收敛性的定理.

定理1 一阶系统 (3) 在通信拓扑 G 及在 BSC 信道下, 若满足假设 (A1)∼(A3) 并采用动态可靠

通信策略 {SC,
sk
∆
}k 及控制律 U(k), 则有

(i) 当 sk
∆ = L 时, 则系统的同步稳态误差为

lim
k→∞

E
1
2

∥∥∥∥X(k)−
∑N

i=1 xi(k)

N
1

∥∥∥∥2
2

6
√
Nd∗h

1− ρ

√
p(L)2−

βL
1
2

2 , (20)

(ii) 当 sk
∆ > Lkα, α > 0 时, 则系统可实现同步. 另外, 若 sk

∆ = Lk2, 且 2
−βL

1
2

2 < ρ, 则有收敛速率

rasym = sup
δ0 ̸=0

lim
k→∞

E
1
2

∥∥X(k)−
∑N

i=1 xi(k)

N 1
∥∥2
2

E
1
2

∥∥X(0)−
∑N

i=1 xi(0)

N 1
∥∥2
2

 1
k

6 ρ. (21)

证明 首先, 由式 (3) 有

x̄(k + 1) =
1

N
1TX(k + 1) =

1

N
1T[(I − hL)X(k)− 1

N
1ThA⊙ eT(k), (22)

故

δ(k + 1) = (I − hL)δ(k)− hA⊙ eT(k)1+
h

N
11TA⊙ eT(k)1. (23)

令 T = [ 1√
N
1, ϕ2, . . . , ϕN ] 为 Laplace 矩阵 L 对应的酉矩阵, 满足 Lϕi = λiϕi, i = 2, . . . , N . 因此有

TTLT = diag{0, λ2, . . . , λN}. 对 δ(k) 作坐标变换, 则有 δ̃(k) = TTδ(k), 其中 δ̃(k) = [δ̃T1 (k), δ̃
T
2 (k)]

T,

8
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δ̃T1 (k) =
1√
N
1Tδ(k) = 0. 因此有

δ̃(k + 1) = [I − hdiag(0, λ2, . . . , λN )]δ̃(k)− hTTA⊙ eT(k)1+
h

N
TT11TA⊙ eT(k)1. (24)

因为

∥δ(k)∥ = ∥δ̃(k)∥ = ∥δ̃2(k)∥, (25)

则为证式 (3) 的趋同性, 只需证明 E∥δ̃2(k)∥ 收敛于 0. 由式 (24), 可得

δ̃2(k + 1) = [I − hdiag(λ2, . . . , λN )]δ̃2(k)− hΦTTA⊙ eT(k)1+
h

N
ΦTT11TA⊙ eT(k)1, (26)

其中 Φ = [ϕ2, . . . , ϕN ]. 将矩阵 [I − hdiag(λ2, . . . , λN )] 记作 Ph, 则由式 (24) 反复迭代可得

δ̃2(k + 1) = P k+1
h δ̃2(0) + h

k∑
j=0

P k−j
h ΦTT

(
−A⊙ eT(k)1+

1

N
11TA⊙ eT(k)1

)
. (27)

令 ρ = 1− hλ2, 则由文献 [26] 中的 Minkovski 不等式, 可得

E
1
2 ∥δ̃2(k + 1)∥2 6 ρk+1∥δ(0)∥+ h

k∑
j=0

ρk−jE
1
2

∥∥∥∥−A⊙ eT(k)1+
1

N
11TA⊙ eT(k)1

∥∥∥∥2. (28)

令 ∆(k) = maxi,j E
1
2 |eij(k)|2, 由 Minkovski 不等式可得

E

∥∥∥∥−A⊙ eT(k)1+
1

N
11TA⊙ eT(k)1

∥∥∥∥2
= E∥A ⊙ eT(k)1∥2 −NE

∥∥∥∥ 1

N
11TA⊙ eT(k)1

∥∥∥∥2
6 E∥A ⊙ eT(k)1∥2

6 Nd∗2∆2(k). (29)

将式 (29) 代入式 (28) 中, 可得到

E
1
2 ∥δ̃2(k + 1)∥2 6 ρk+1∥δ(0)∥+

√
Nd∗h

k∑
j=0

ρk−j∆(j). (30)

(1) 若对任意 k, sk = L∆, 故由引理 1 可得

∆(k) 6
√
p(L)2−

βL
1
2

2 , (31)

则由式 (25), (30) 以及 (31) 可得

lim
k→∞

E
1
2 ∥δ(k)∥2 = lim

k→∞
E

1
2 ∥δ̃2(k)∥2 6

√
Nd∗h

1− ρ

√
p(L)2−

βL
1
2

2 . (32)

(2) 若 sk = Lkα∆, 故由引理 1 可得

∆(k) 6
√
p(Lkα)2−

β(Lkα)
1
2

2 , (33)

9
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则由式 (25), (30) 和 (33) 可知 limk→∞ E
1
2 ∥δ(k)∥2 = 0.

(3) 若 sk
∆ = Lk2, 且 2

−βL
1
2

2 < ρ, 则可取 λ 满足 2
−βL

1
2

2 < λ < ρ, 故由引理 1 可知, 除有限个 k 外,

均有

∆(k) 6
√
p(Lk2)2−

β(Lk2)
1
2

2 6 λk, (34)

则由式 (30) 和 (34) 可得,

E
1
2 ∥δ(k)∥2 = E

1
2 ∥δ̃2(k)∥2

6 ρk+1∥δ(0)∥+
√
Nd∗hρk

k∑
j=0

(
λ

ρ

)j

6 ρk+1∥δ(0)∥+
√
Nd∗hρk

1

1− λ
ρ

, (35)

由此可得式 (21).

注4 从式 (20) 可以看出, 当通信时间为常值时, 稳态误差由通信策略参数 L 与 β 决定. 这说明

若我们选择足够长的通信时间 L, 或足够快的可靠通信策略, 则可以使稳态误差足够小.

注5 从 (ii)中可以看出,若通信时间是无界递增的,则系统可以实现趋同.而此处收敛速率 rasym

是由迭代次数所定义的, 与通信时长无关, 而是由 ρ 所确定.

3.4 复杂度分析

从上面的定理我们可以看出, 更长的通信时间可以得到更精确的估计, 但也可能因此需要更久才

能达到指定精度的趋同. 因此, 对于指定的趋同误差, 我们需要分析通信的时间复杂度, 从而可以选择

适当的通信策略参数来满足实际需求.

将 η- 收敛时间定义为

τ(η)
△
= inf

{
t ∈ N :

1

N
E∥δ(s)∥22 6 η,∀s > t

}
.

由此, 可以定义时间复杂度如下:

C(η) =
τ(η)∑
k=1

sk
∆

.

通过分析通信策略的时间复杂度, 可以得到如下定理.

定理2 若定理 1 的条件满足, 并令 sk
∆ = Lk2, 则时间复杂度

C(η) 6 L

3

[
log

(
ρ∥δ(0)∥+

√
Nd∗h

1

1− λ
ρ

)
− 1

2
logNη

]3
(log ρ−1)−3. (36)

证明 由式 (35) 可得

τ(η) 6
log
(
ρ∥δ(0)∥+

√
Nd∗h 1

1−λ
ρ

)
− 1

2 logNη

log ρ−1
,

10
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图 1 (网络版彩图) 无噪声信道情形下的趋同误差

Figure 1 (Color online) Consensus error under noise-free
channel

图 2 (网络版彩图) 误码率 ϵ = 0.05 的 BSC 下的趋

同误差

Figure 2 (Color online) Consensus error under BSC with
ϵ = 0.05

因而

C(η) =

τ(η)∑
k=1

Lk2 =
L

3
(τ(η))3 6 L

3

[
log

(
ρ∥δ(0)∥+

√
Nd∗h

1

1− λ
ρ

)
− 1

2
logNη

]3
(log ρ−1)−3.

注6 由上述定理可以看出, 较小的初值 |δ(0)|、更大的 ρ 或 N 都可能减慢收敛速度. 注意到更

大的 d∗ 代表更好的网络连通度, 却也可能减慢收敛速度, 这是因为对于每个个体来说, 更多的邻居会

导致更多的通信误差. 此外, 若通信时间更长, L 可能会更大而 1
1−λ

ρ

会更小, 所以我们可以通过选取

合适的 L 来达到更快的速度.

4 数值模拟

为了比较本文设计的可靠通信策略与一般的量化通信策略下多自主体系统趋同的表现,我们给出

了下面的数值实例.

例1 我们考虑有 3 个自主体的网络, 其中 aij = 1, i ̸= j. 初值取为 x1(0) = 9, x1(0) = 7, x3(0)

= −6. 对于可靠通信策略, 控制增益 h 与重复指数 q 分别取为 0.05 和 1, 令 L = 1. 对于量化通信策

略, 令 h 与 L 与上面取值相同.

在无噪声信道下, 直观上量化通信应该收敛更快, 而从图 1 可以看出, 只要选取适当的 q, 可靠通

信策略下的收敛速度可以与一般的量化通信策略下一样快.

从图 2∼4 中可以看出, 可靠通信策略表现得更好: 它的稳态误差是 0, 而量化通信的稳态误差却

依赖于 ϵ. 因此, 在数字信道不可靠时, 一般的量化通信策略也并不可靠.

5 结论

本文研究了数字噪声信道下的多自主体系统的分布式趋同问题. 文中假设通信信道为无反馈的

BSC 信道, 通信拓扑为连通无向图. 针对 BSC 的不确定性, 我们提出了动态可靠通信策略, 它包含有

11
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图 3 (网络版彩图) 误码率 ϵ = 0.1 的 BSC 下的趋

同误差

Figure 3 (Color online) Consensus error under BSC with
ϵ = 0.1

图 4 (网络版彩图) 误码率 ϵ = 0.4 的 BSC 下的趋

同误差

Figure 4 (Color online) consensus error under BSC with
ϵ = 0.4

限阶均匀量化器, 树型结构信源编码器及重复信道编解码器, 可以使估计误差一致地收敛于 0, 且收敛

速度与状态的分布无关.基于该通信策略给出的状态估计,我们给出了分布式控制律,并证明了在该通

信策略及控制律下, 多自主体系统的状态始终关于量化器不饱和, 且可以通过选取足够长的通信时间

使系统实现任意精度的趋同, 也可通过选取无界递增的通信时间使系统实现精确趋同. 另外, 我们也

给出了时间复杂度与系统及策略参数的关系. 从最后的数值模拟中可看出, 只要选取适当的重复指数,

可靠通信策略下系统趋同的表现比量化通信策略下更好.

本文只考虑了一阶积分器系统, 而对于数字噪声信道下更复杂的系统的趋同性的问题, 尚需进一

步研究.
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Abstract This paper investigates the distributed consensus problem of multi-agent systems over digital noisy

channel. In digital networks, noise in digital channel may significantly affect the consensus of the multi-agent

system. To overcome the uncertainty of binary erasure channel, dynamic reliable communication schemes are

adopted to make sure the real-valued random signal transmitted up to an expected precision. We proposed

consensus protocols, under which the quantizer is not saturated and the system is proved to reach consensus if

proper communication time is chosen. The complexity of communication is analyzed and a numerical comparison
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between reliable communication and quantized communication is presented.

Keywords multiagent systems, distributed control systems, synchronization, quantization, digital communica-

tion
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