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摘要：在过去 3O年中，控制界对切换系统的建模、分析、综合与控制的研究兴趣不断升高．本文的目的是对切 

换系统研究的近期发展作一个综述．主要论题包括：1)共同 Lyapunov函数；2)切换系统镇定；3)切换系统能控性． 

最后对切换系统发展方向作一展望．另外，附录中给出一些相关的辅助知识 ． 
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Advances on switched systeIns 

CHENG Dai．zhan．GUO Yu．qian 

(Institute of Systems Science，Chinese Academy of Sciences，Beijing 100080，China) 

Abstract：During the last three decades，there has been an increasing interest on the modeling，analysis，synthesis，and con- 

trol of switched systems．The purpose of this paper is tO give a survey on the current development of the research on swi tched 

systems ．The main topics consist ofi)common Lyaptmov function；ii)stabilization of switched systems ；iii)controllability of 

switched systems ．Finally，prospect ofdevelopment is presented．In addition，some auxiliary knowledge is illustrated in the ap- 

pendix． 
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1 引言(Introduction) 

在过去30年中，切换系统是一个热门话题，如 

果你用 Google在网上搜索“switched systems”，会发 

现有 3410000条相关条目．在 Sciencedirect上，你可 

以找到 1062篇关于切换系统的文章(到 2004年 11 

月 23号)．表 1反映了人们对切换系统研究兴趣的 

增长． 

表 1 在 Sciencedirect上切换系统论文数 
Table 1 Number of papers on switched systems cited 

in sciencedirect 

在国际切换系统研究领域活跃的中国群体有： 

中国科学院系统科学研究所，北京大学，清华大学， 

东北大学等． 

对切换系统兴趣增长有以下 3个方面的原因： 

1)切换系统在实践 中十分重要，因为许多 自 

然、社会以及工程系统由于环境的变化而表现出不 

同的模态．例如： 

1。输电系统：当发电机及大的用电设备进入或 

撤出电网时，以及变电站的切换等【l， ； 

2。飞行器队型、运动机器人 、交通控制等【 ； 

3。汽车工业 、车辆控制【 ； 

4。模糊系统分析，基于逻辑的切换控制【 ， ； 

2)基于不同控制器切换的控制技术，它大量用 

于自适应镇定控制和改进过度过程的响应，例如： 

1。混杂系统多控制器监控【6,7 ； 

2。基于多模态的自适应控制【 ； 

3。环境驱动的切换控制(边界 、相对阶病态点 

等)[9，1 01． 

3)它与复杂性科学的关系： 

1。它本 身有 复杂性，整体不 等于各模态之 

“和”，即 1+1≠2； 

2。在群集行为中局部信息可由邻接矩阵表示， 

它的演化形成切换矩阵_ll’坨]． 

发表于 1999年的文献[13]是一个写得很好而 

被广泛引用的综述，对切换系统不熟悉的读者可通 

过它了解切换系统的全貌及相关概念．本文的目的 

主要是介绍其后的新进展．关于线性切换系统，在本 

文完成后，又有一篇最新综述文章l1 ]值得参考． 
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本文考虑的切换系统为 

= (，)( )． (1) 

这里 (t)一 以为右连续函数，以为指标集．除非另 

外说明，多数情况下假定 以是有限集，记作 以 = 

{1，2，⋯，N ． 

一

个切换控制系统定义为 

= (，)( )+ go( )( )u ． (2) 
f= l 

特别地当f( )为线性及 g ( )为定常，则有切 

换线性系统 

= A (f) (3) 

及切换线性控制系统 

= A (f) + 6 (f)u ． (4) 
i= l 

对于一个切换系统，切换律可分为几类： 

1) (t)为任意切换，即它是任意右连续函数 

(但一般要求在有限时间区间内只能切换有限次)； 

2) (t)能控，即它是可设计的右连续函数； 

3) (t)是一个随机的(一般为 Markov)过程， 

即它按随机(Markov)过程演化； 

4) = ( ，t)依赖于状态，即它为一状态反馈 

切换律． 

2 共 同 Lyapunov函数 (Common lyapunov 

function) 

对系统(1)如果存在一个 Lyapunov函数 V(x)> 

0，使得对所有的切换模态 

( )： j ( )≤ 0(。 <0)
， v E A， 

那么显然系统是稳定(渐进稳定)的．如果 V( )是 

径向无界的，则结果是全局的．因此，这样一个 Lya— 

punov函数(称为共同 Lyapunov函数)是研究切换系 

统的一个重要课题． 

对于线性系统(3)，一般要找的是二次 Lyapunov 

函数．在 2004年的一本新书[15_中，寻找共同 Lya． 

punov函数被列为系统与控制中基本的未解问题之 
一

．但显然共同 Lyapunov函数只是切换系统稳定的 

充分条件[ ]． 

2．1 线性系统(Linear system) 

先从线性系统人手寻找式(3)的共同二次 LVa— 

punov函数．一般地说． 

定义 1 给定一组稳定矩阵 Â， E A，若存在 
一

个正定矩阵 P>0使得 

^+A <0，V E A， (5) 

则称它为 ， ∈以的一个共同二次~awnov函数． 

注 本文主要考虑有限个切换模型的情况，即 l A l< 

．如果1 A l：。。，式(5)应用下式代替： 

^+ATp < el
， V ∈ A． (6) 

这里 ￡>0． 

总的来说，这个问题尚未彻底解决，但已经有许多重要 

进展，特别是，近期的重要进展包括文献[17～25]． 

下面列举一些有趣的结果，它们不仅有重要影 

响而且显示了该问题的进展脉络． 

定理 1 E26 J 设 A ( ：l，2，⋯，～)为一组可交 

换的稳定矩阵，则存在它们的共同二次 Lyapunov 

函数． 

这个结果的一个优点是其共同二次 Lyapunov 

函数可以构造如下：选一个正定矩阵 P0，定义 P > 

0(i=l，2，⋯，～)如下： 

P1A1+ATP1=一P0， 

P + A P2 一 PI, 

(7) 

P AN+A PN=一PN．、， 

那么 P，v就是一个共同二次 Lyapunov函数， 的解 

析表达式如下： 

：  

T 

-．．． eA cIP 。cIdfl⋯ 

e
AN

-

1tN
- 1dtN-1e d￡Ⅳ． (8) 

下一个结果表述为 Lie．代数的形式，定理 1是 

它的特例． 

定理 2[ ] 设由 Â， ∈以生成的Lie．代数 

{ ， ∈ 以} 可解，那么 ， ∈ 以有共同二次 

Lyapunov函数． 

注 1)这个结果适用于 l A l： ；2)关于“Lie代数 

可解”见附录 1． 

下面的结果更一般： 

定理 3[28] 设Lie一代数 ￡={Â， ∈以} 的 

Levi分解为 

L=S 0 R． (9) 

这里：S是半单子代数， 称为根，是其最大可解理 

想．如果 S紧，则 Â， ∈ A有共同二次 Lyapunov 

函数． 

关于半单 Lie一代数、Levi分解、紧 Lie．代数等概 

念见附录 1． 

下面给出一个充要条件[29]： 

引理 l {A 一，A，v}有共同二次 Lyapunov函 

数当且仅当存在一个线性变换 ?1∈ SO(n，R)，使得 
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{T～A．T，⋯，T～A『vT}有一个对角型的共同二次 

Lyapunov函数． 

基于这个事实，一个稳定矩阵的 Lyapunov函数 

集合可以用一组不等式表示，而共同二次 Lyapunov 

函数的存在可转化为一个积分，即存在共同二次 

Lyapunov函数当且仅当该积分是正的．特别是在平 

面的情况，共同二次 Lyapunov函数集合可由两条二 

次曲线刻画，因此，上述条件变为极易检验的充要条 

件l引．上述关于平面情况的结果可推广到离散情 

况[驯 ． 

最后，数值解也是寻找共同二次 Lyapunov函数 

的一个在实际中行之有效的方法．一些有用的算法 

可在[19,31,32]中找到． 

2．2 非线性情况(Nonlinear system) 

首先给出一组 向量场 ( )， E A 的共 同 

Lyapunov函数的严格定义： 

定义 2[ ] ( )， E A 的一个共同 Lya— 

punov函数是一个 C。函数 ：曼 一 [0，+∞)使得存 

在 K 函数 al和 a2，满足 

al(1 1)≤ V( )≤a2(1 1)， E F_ (10) 

且 

V／．( ) ( )<0， ≠0，V E A． (11) 

类似于线性情况，如果 l A l=∞，条件(11)应 

用下列条件代替：存在一个连续正定函数 a ，使得 

Vf( )． ( )<a3( )， ≠0，V E A．(12) 

对于一组非线性向量场，找共同Lyapunov函数 

要比线性情况困难得多．作为定理 1的推广，一个较 

好的结果是 

定理 4[ ( )， E A具有一个共同的 

Lyapunov函数，如果 

1)[ ， ]=0，V i，J．∈ A； 

2)存在 触 函数 ( ，t)使得 

竹( )≤ (j j，t)，v t≥0，v E A． 

(13) 

当 l A l<∞，式(13)中的 可以用一个统一的 

代替． 

关于 K，K ，KL函数，见附录 2． 

对一组有限个两两可交换且全局渐进稳定的非 

线性向量场，文献 [35]给出构造局部及全局 Lya— 

punov函数的方法． 

对非线性切换系统，一个研究热点是 Lyapunov 

逆定理ll ，通常它要求切换系统一致全局渐进稳定 

(UGAS)． 

定义 3E ] 切换系统(1)为 UGAS，如果存在一 

个 触 函数 使得 

( )≤ (1 l，t)，v t≥0，v E ，v E A． 

(14) 

基于文献I36]的结果，下面的Lyapunov逆定理成立： 

定理 5E ] 系统(1)为 UGAS，当且仅当存在一 

个 C 函数 ： 一 [0，+∞)，使得 

al(1 1)≤V( )≤a2(1 1)，V E (15) 

及 

v V( ) ( )≤一a3(1 1)，V E蔓 ，V E A． 

(16) 

这里：a-和 a2为 K 函数，a3为连续正定函数． 

对于控制 Lyapunov函数，控制 Lyapunov逆定理 

也是一些相应的重要结果E37j． 

3 镇定(Stabilization) 

切换系统的镇定器设计是系统控制的一个基本 

任务E38,39]，它也是一项比较困难的工作，许多不同 

的工具被用来研究这一问题，例如： 

· 共同 Lyapunov函数方法[加’ 。]； 

· 扩张 l_aSalle不变原理[舵]； 

· 多重 Lyapunov函数方法[∞]； 

· 自适应镇定器[44~46]； 

· 微分包含l钾j； 

· 基于观测器的镇定l 。。． 

下面的结果完全解决了平面系统的二次镇定 

问题： 

定理 6[4o] 设 A ： {1，2，⋯，Ⅳ}．平面切换系 

统(4)可二次镇定 ，当且仅当下列不等式具有正解 

> 0： 

m
，

a x Q ( )<0， 
l 

ra i n q ( )> Q ( )， ( 7) 

L ( )>0，，∈ ． 

事实上，式(17)是一组线性不等式，求解极其 

简单． 

另一个重要结果是：文献[45]对离散时间切换 

线性系统自适应镇定给出了一组充要条件． 

状态反馈切换镇定，即：切换律 ： ( )，是一 

个很困难的问题，需要小心对待．例如：1)解的存在 

唯一性；2)切换模上的超调和振颤【48]．微分包含很 

可能成为克服这些困难的有力工具． 
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4 能控性(Controllability) 

切换系统的能控性与稳定性或镇定同样重要． 

目前的结果主要是针对线性情况的． 

4．1 线性情况(Linear system) 

目前对切换线性系统的能控性研究十分活跃， 

例如见文献[38，49～52]． 

当考虑切换系统能控性时，切换律总假定是能 

控的，即：切换律可根据需要设计，于是，能控性定义 

为 

定义 4 状态 ∈j 在 t。时刻能控，如果存在 

时刻 tf> t0及一个切换律 ：[t0，ti]一 以，使得 

(tf；t0， ，“， )=0． 

记包含 B且A．不变的最小子空间为(A j B)． 

关于切换系统能控性的一个重要结果是(略有 

改动)： 

定理 7E J 对系统(4)，能控子空间为 

C=(Al⋯AⅣI B 一，BⅣ)， (18) 

因此，系统能控当且仅当 dim(C)=irt． 

能控系统控制器的设计可在文献[38]中找到． 

事实上，能控子空间不足以刻划一个切换系统 

的全部能控集．考虑以下系统： 

例 1 E531 考虑系统 

= A (f) ， ∈曼 ． (19) 

这里 以 ： {1，2，3}，且 

／ 0 1、 
Al

，2 ± ，A3 【一】0J· 
根据定理 7，该系统的能控子空间为{0}，但容易证 

明其能控子流形是 ：R ／{0}．因此沿 Al和 A2， 

轨线可以沿径向走(增大或减小)，而沿 A 走它可以 

走一个圆圈，因此对任意两点 。， 2∈ Mc， ∈ 

曼( 2)且 2∈ R( 1)． 

上述例子表明，一个系统的能控子空间为 {0}， 

但仍可能几乎处处可控 ．因此，与线性系统不同，能 

控子空间不足以描述切换线性系统的可控性 ．文献 

[531讨论了切换线性系统的能控子流形． 

4．2 非线性情况(Nonlinear system) 

非线性系统能控性是一个难题，它的一个基本 

工具是周定理(Chow’S Theorem)： 

定理 8(周定理) 设 M 为n维 C 流形 ，S： 

{ ～，以}c V (M)为一 C 向量场集合， = 

{ 一， } 为 s生成的Lie-代数．设 rank(L(x))： 

const≤凡，对任一点 0∈ M，记 Is( 0)为 S经过 0 

的最大积分子流形，那么对子流形上的任一点 ∈ 

Is( 。)都存在 

x l，⋯ ，x' ∈ s 

及 t 一，t ∈_1 使得 

= 声 ．⋯ ( 0)， 

而且，若流形与向量场均解析，定常维数的条件可 

去掉． 

考虑切换多项式系统(例如切换线性与切换双 

线性系统)，它们比一般非线性系统有两个优越处： 
· 系统是分段解析的，因此周定理中维数定常 

这一条件可去掉； 
· 漂移项(通过必要状态反馈)可能对称，因此 

由周定理保证的弱可控(即包括倒退时间)可能变成 

真实的能控性 ． 

利用这两个优点，文献[54]给出了双线性切换 

系统的能控性的一些实用的充分条件． 

5 结论(Conclusion) 

本文回顾了切换(控制)系统的一些基本问题， 

主要包括：1)一组向量场的共同Lyapunov函数问题 

(包括线性、非线性情况)；2)切换系统镇定；3)切 

换系统能控性． 

由于切换系统是一个很广泛的领域，且加之作 

者的知识和个人偏爱，综述难免偏颇．这个领域的研 

究正方兴未艾，许多挑战性的问题还未解决． 

根据作者个人判断，一些新的方向在未来可能 

会更显重要，例如： 
· 最优控制．切换是最优控制的一个有力工具， 

经典极大值原理导致的 Bang．Bang控制就是切换型 

的控制．切换系统优化控制的一些新结果可见文献 

[3O，55]． 
· 与复杂性相关的切换系统．利用 自然界群集 

行为研究社会行为控制是系统与控制一个新方向， 

它是控制理论与复杂性科学的一个交叉点 ．这方面 

的工作可见文献[11，56，57]． 
一 个有趣的例子是主体(Agent)利用局部信息 

的队列控制．下面的例子表明局部信息技术如何导 

致切换模型． 

例 2[11 J 设平面上 Ⅳ个运动的粒子 (t)， ： 

1，2，⋯，Ⅳ．用 (t)表示第 i个主体在时刻t的运动 

方向角，用 r表示圆形邻域的半径，即第 i个粒子的 

邻域为 (t)={J．⋯ (t)一 (t)ll≤r}(邻接情 

况见图 1)． 
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图 1 邻接图 

Fig．1 Adjacent graph 

设每个主体以其邻域内主体的平均方向为自己 

的新方向，即 

0 (t+1)=(0。(t)r- (20) 

这里 

(Oi㈩)=-_ ( ㈩)· 

例如 粒子 数 Ⅳ = 4，粒 子 的位 置 为 l(2，2)， 

X2(5，5)，X3(8，8)，X4(5，9)∈ ，且半径为 r=3√2． 

那么邻接矩阵为(第 i行为第 i个粒子邻接的情况， 

= I表示 i，J相接，口 =0表示 i， 不相接)： 

r，o o o1 

。

I

。I 1． 
O I I O 

权重矩阵为(对角元 a“表示与 i粒子相接的粒子 

数) 

r， o o o1 l 
0 3 0 0 I D

= l I． 1 0 0 2 0 I 

O 0 0 2 

用 P记某种邻接情况，并记 

= (，+D(p)-1(，+A(P)))， 

于是得到切换动力系统模型为 

0(t+1)= ( )0(t)． (21) 

这里 

(t)：{0，1，2，⋯，} P={P}． 

由上述例子可以看出切换系统在复杂系统研究中的 

作用的一些端倪．相信切换系统理论会在复杂性科 

学中起到越来越重要的作用． 
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附录(Appendix)： 

附录 1 给定一个 Lie-代数 L，定义一族导出 Lie一代数 

如下： 

L(O)：： L
。 

L( +I】：：[L( )，L( ]，k≥0． (A1) 

定义 a．1 E Lie一代数称为可解的，如果存在 k >0使 

得 L( )={0}，设 ∈ L， 的一个共轭表现记作越 ：L— L， 

它是一个线性映射，定义为 

吐 (Y)=[ ，Y]，V Y E L． (A2) 

Killing型是 Lie-代数研究的一个基本工具．设 {e 一， 

e }为 Lie-代数 L的一个基，则 吐 在这个基下可表示为一个 

／7,×／7,矩阵． 

定义 a．2[58] Killing型是一个线性映射，定义为 

K( ，Y)=tr(吐 越 )，V ，y E L． (A3) 

记 

咄e =∑
k=1
．“； 

则可定义结构矩阵 M为 

M：= (a4) 

那么如果记 =∑xiei：=( 2，⋯， ) 及Y：∑Yie ：： 
i=1 l=l 

(Yl，Y2，⋯， ) ，则 

ad．y = ’ M Y
． (A5) 

这里p(为矩阵的左半张量积[ ．因为它是矩阵普通积的推 

广，下面省去乘法记号．定义 

：  

⋯  

L 1 ⋯ J 

这里 是 n×n块．那么 Killing矩阵可定义为 ‘ 

rtr(K11) ⋯ tr( )] 

K：I ； ； 1． (A6) 
Ltr( 1) ⋯ tr( )J 

下面的定理可用于检验可解性： 

定理 a．3 J 一个 Lie-代数可解，当且仅当它的 Killing 

矩阵为 0，即 K=0； 

定理 a．4 一个 Lie-代数是半单的，如果它不包含非零 

可解理想； 

定理 a．5【∞] 一个 Lie-代数是半单的，当且仅当它的 

Killing矩阵非奇异； 

定理 a．6[6o] 设为一Lie-代数，则它可分解为 

L= S 0 R． (A7) 

这里：S是一个半单子代数， 是L的根，即它的最大可解理 

想，故[S，R]c R．式(a．7)称 L为的 Levi分解 ． 

注意Kilting矩阵依赖于基底，证明定理a．5，a．6与基底 

无关 ．记一个新基底为 

(al， 2，⋯，a )=(el，e2，⋯，e )A． 

这里 A为非奇异 n×n矩阵．则在新坐标下结构矩阵为 

= (A 0 A～)MA， 

由此可证 

： ATKA． (A8) 

结论显见 ． 

定义 a．7 一个 Lie．代数是紧的，如果它的 Killing矩阵 

负定 ． 

由式(A8)可知定义 a．7与基底无关． 

附录2 

定义 a．8 1)一个函数 a：[0，m]一 R称为 K函数，如 

果 ①a(0)=0；②a(t)是严格增的； 

2)一个 K函数 a(t)称为 K 的如果 a(t)一+m， 

(t一+∞)； 

3)一个函数 ：R+一 R+称为 L函数如果 (t)连续，严格 

降，且 (t)一 0(t一+m)； 

4)一个函数 (r，t)：R+一 R+称为 他 的，如果对固定的 

t，p(·，t)是 K 函数且对固定的 r，p(r，·)是 L函数． 
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