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摘要: 　本文通过一端固定, 一端D irich let 边界控制的一维波动方程说明系统是 Salamon2W eiss 意义下适

定和正则的. 由此说明, 由 J. L. L ions 引入的用于研究双曲方程精确可控性的H ilbert 唯一性方法是控制论

中著名的对偶原理. 我们讨论了系统的指数镇定及闭环系统的广义本征函数生成R iesz 基和谱确定增长条

件. 我们希望通过本文使读者对目前线性偏微分控制理论的一个新动向有一基本的了解.
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　　一般说来, 线性偏微分控制系统可以写成如下的抽象系统

xα( t) = IA x ( t) + IB u ( t) , 　x (0) = x 0 ∈ H,

y ( t) = IC x ( t).
(1)

这里 IA 是H ilbert 空间 H 上的C 0 2半群的生成元, IB 是控制H ilbert 空间U 到状态空间 H

的算子, IC 是状态空间 H 到输出H ilbert 空间 Y 的算子. 当 IB , IC 都为有界算子时, 系统

(1)的表示理论, 传递函数, 反馈, 动态镇定, 抗扰跟踪等有非常相似于有穷维系统的推广

(例如见[ 4 ]). 但当 IB , IC 都为无界算子时, 到目前为止, 关于系统 (1) 的相应理论的最广

泛发展是过去二十年来在 Salam on2W eiss 框架下发展的适定, 正则系统理论.

设 H+ = [D ( IA ) ]. 任取 Β∈ Θ( IA ) , 定义 H- 为 H 关于范数

‖õ ‖- = ‖ (Β0 - IA ) - 1 õ ‖

的完备化 H ilbert 空间. [ 12 ]指出 H- 等价于图象 H ilbert 空间 [D ( IA 3 ) ] 的对偶空间

[D ( IA 3 ) ]′, 这里 IA 3 表示 IA 的对偶算子. 对任意的 Κ∈Θ( IA ) , R (Κ, IA ) = (Κ- IA ) - 1 在

H- 中有自然延拓R� (Κ, IA ) : H- → H. 当 x ∈ H 时, R� (Κ, IA ) x = R (Κ, IA ) x. 自然 IA 可以

扩充到整个 H

〈IA x , y 〉= 〈x , IA 3 y〉, 对任意的 x ∈ H, y ∈D (A 3 ).

IA 为 H 到 H- 的等距同构. 由[12 ]中命题 313, 对任意L ∈L (H) , L 与 IA 可交换, L 在

H- 中有扩张L
�:

L
� = R (Β0, IA ) - 1L R

� (Β0, IA ).

　　Salam on2W eiss 适定系统要求 IB ∈L (U , H- ) , IC ∈L (H+ , Y ).

引进投影算子: IP Σ: L 2
loc (0, ∞; U ) →L 2 (0, Σ; U ) :

( IP Σu ) ( t) =
u ( t) , t ∈ [0, Σ) ,

0, t Ε Σ,
　Π u ∈L 2

loc (0, ∞; U ). (2)



则系统 (1)可以写为:

x ( t)

IP ty
= ∑

x 0

IP tu
=

e IA t ∫
t

0
e IA ( t- s) IB

IC e IA t IF t

x 0

IP tu
(3)

其中 IF t 称为输入输出映射.

当对某一 t > 0 (因此对所有的 t > 0) 及所有的 u ∈L 2 (0, t) , 总有∫
t

0
e IA ( t- s)

IB u (s) ds ∈

H, 则称 IB ∈L (U , H- ) 是容许的 (相对于系统的C 0 2半群 e IA t). [ 12 ]证明 IB 容许当且仅当

存在C t > 0, 使对所有的 u ∈L 2 (0, t) ,

∫
t

0
e IA ( t- s) IB u (s) ds

2

H
Φ C t∫

t

0
‖u (s)‖2

U ds, (4)

即当初始值为 0 时, 状态对控制是连续依赖的. IB 的相容性保证当 x 0 ∈H, u ∈L 2 (0, t; U )

时, 系统

xα( t) = IA x ( t) + IB u ( t) ,

x (0) = x 0,
(5)

的轨线 x ( t) = eIA tx 0 +∫
t

0
e IA ( t- s)

u (s) ds 仍然在 H 中, 而不是将 (1)理解为 H- 中的系统:

xα( t) = IA x ( t) + IB u ( t) ,

x (0) = x 0.
(6)

虽然后者总是可行的, 但在许多物理系统中, 正是 ‖x ( t)‖H 而不是 ‖x ( t)‖H- 代表了系

统的能量. 而且, 当 IB 容许时, 可能出现的情况是, 系统 (5)在 H 中是精确可控的, 而系统

(6)在 H- 中不是精确可控的.

再来看输出算子. 当控制为 0 时, 由于 IC ∈L (H+ , Y ) , 输出 y ( t) = IC e IA tx 0 只对 x 0 ∈

D ( IA ) 有意义. 为对所有的 x 0 ∈ H, 输出 y ( t) = IC e IA tx 0 有确定的意义且连续依赖于初值

x 0, Sa lam on2W eiss 适定系统要求 IC 是容许的: 即对某一 t > 0 (因此对所有的 t > 0) 存在

D t > 0

∫
t

0
‖y ( t)‖2

Y ds Φ D t‖x 0‖2
H, 　Π x 0 ∈ H (7)

　　最困难的是输入输出的关系. 虽然当控制为 0 时, IC 的容许性保证了输出对初值的连

续依赖性, 但当控制不为 0 时, 即令初值为 0, IC 的容许性也保证不了输出对输入的连续

依赖性. 而这一点需要引入传递函数才能完成.

定义 1　系统 (1)称为 Salam on2W eiss 适定的, 如果 IB ∈L (U , H- ) , IC ∈L (H+ , Y )

关于半群 e IA t 是容许的, 且对某一 t > 0 (因此对所有的 t > 0) 存在 E t > 0, 使得

∫
t

0
‖y (s)‖2

Y ds Φ E t∫
t

0
‖u (s)‖2

U ds, Π u ∈L 2 (0, t; U ) (8)

即系统的输入输出有如上的连续依赖性.

依经典控制理论, 输入输出应有如下关系

yδ(s) = H (s) uδ(s) , 对充分大的R es. (9)

其中 ^ 表示L ap lace 变换, H (s) 称为系统 (1)的传递函数, H (s) 当R es > Α∈ IR 时是解析

的. 在频域中, (8)等价于传递函数在某个右半平面一致有界或存在 Β > Α ( [6 ]) , 使得
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sup
R es= Β

‖H (s)‖L (U , Y ) < ∞. (10)

需要说明的是, 对许多偏微分控制系统来说, 验证 (8) 比 (10) 更容易. 利用传递函数, 输入

输出映射可写为 ( [5 ]) :

(F tu ) (s) = IC +∫
s

0
e IA (s- Σ)

IB u (Σ) dΣ- (Β - IA ) - 1 IB u (s)

+ H (Β) u (s) , 　s ∈ [0, t ] (11)

其中 IC + 称为 IC 的 + 扩张:

IC +x 0 = lim
Κ→∞

IC Κ(Κ- IA ) - 1x 0, (12)

如果极限存在.

可惜的是, 仅只 ( IA , IB , IC ) 并不能唯一确定传递函数, 而只能唯一确定H (s) 的导数

H ′(s) (见[13 ]).

H (s) - H (Β)
s - Β = - IC (s - IA ) - 1 (Β - IA ) - 1 IB . (13)

　　定义 2　系统 (1)称为 Salam on2W eiss 正则的, 如果 (1) 为适定的, 且

lim
s→+ ∞

H (s) u = ID u , 　 Π u ∈U (14)

算子 ID ∈L (U , Y ) 称为直接传输算子.

对正则系统来说, ( IA , IB , IC ) 可唯一确定传递函数. 此时,

H (s) = IC + (s - IA ) - 1 IB + ID , (15)

且系统 (1)的正确写法应为 ( [5 ]) :

xα( t) = IA x ( t) + IB u ( t) , x (0) = x 0 ∈H ,

y ( t) = IC +x ( t) + ID u ( t).
(16)

　　对具体的偏微分系统来说, 确定其正则适定性并非易事, 虽然一般相信有物理背景的

系统应是正则适定系统.

我们说系统 (5)是精确可控的, 如果对任意的 x 0, x 1 ∈H, 存在 T > 0, u ∈L 2 (0, T ; U )

使得 x (0) = x 0, x (T ) = x 1. 如果 IA 生成C 0 2群, 则在定义中可取 x 1 = 0. 对正则系统来

说, 控制论中著名的对偶原理仍然成立: ( IA , IB ) 在 [0, T ] 上精确可控等价于 (- IA 3 ,

IB 3 ) 在 [0, T ] 上精确可观 ( [10 ]) , 即存在C T > 0 使得

∫
T

0
‖IB 3 e- IA 3 tz 0‖2d t Ε C T ‖z 0‖2, Π z 0 ∈ Y. (17)

上式称为可观测不等式. 数学上 (17)表达了方程 zα( t) = - IA 3 z ( t) , z (0) = z 0 的解的一种

性质, 所以是个数学问题. 利用 (17) , 我们可以完全构造出将状态空间任意点驱向 0 的控

制 u. 事实上, 如果 (17)成立, 取 u 3 ( t) = IB 3 e- IA 3 tz 0 ∈L 2 (0, T ). 解方程

xα( t) = IA x ( t) + IB u 3 ( t) ,

x (T ) = 0, 　x (0) = x 0.
(18)

方程 (18)两边对 z 取内积, 可得

d
d t
〈x ( t) , z ( t)〉= 〈u 3 ( t) , IB 3 z ( t)〉.

上式两端从 0 到 T 积分得

〈- x 0, z 0〉=∫
T

0
‖IB 3 z ( t)‖2d t Ε C T ‖z 0‖2.
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定义

+z 0 = - x 0,

则

〈+z 0, z 0〉Ε C T ‖z 0‖2.

由L ax2M ilgram 定理, 算子 + 是H′和其对偶空间 H 的等距同构. 所以, 对任意的 x 0 ∈H,

取 z 0 = - + - 1x 0 , 则 (18)的解满足 x (T ) = 0, 即系统 (5)在 H 中 [0, T ] 上精确可控, 其中

u3 ( t) 意义如前所述. 不难证明, 如此选取的控制 u3 ( t) 具有最小的L 2 范数, 既系统 (5)对

u ∈L 2 (0, T ; U ) 的任意满足 x (T ) = 0 的解, 总有

∫
T

0
‖u3 ( t)‖2d t Φ∫

T

0
‖u ( t)‖2d t.

这就是 L ion s 的 H ilbert 唯一性方法 ( [ 9 ]). 当然控制系统 ( 5) 的对偶系统不仅仅是

(- IA 3 , IB 3 ) . 任意有界可逆变换 T : H′→ E 生成的系统 (- T IA 3 T - 1, B 3 T - 1) , E 为另

一H ilbert 空间, 都可称为系统 (5)的对偶系统. 这一点在应用中异常重要.

本文的目的是通过一个一端固定, 一端D irich let 边界控制的一维波动方程说明系统是

Salam on2W eiss 意义下适定和正则的. 由此进一步说明, 用于研究双曲系统精确可控的

H ilbert 唯一性方法恰是对偶原理. 第三节, 我们讨论了系统的指数镇定及闭环系统的广义

本征函数生成R iesz 基和谱确定增长条件. 我们希望通过本文使读者对目前线性偏微分控

制理论研究的一个新的动向有一基本的了解.

2　一维波动方程的适定性, 正则性及其精确可控性
考虑如下的一端固定, 一端D irich let 边界控制的一维波动方程:

w tt (x , t) - w x x (x , t) = 0, 　0 < x < 1, 　t > 0,

w (0, t) = 0,

w (1, t) = u ( t).

(19)

我们逐步将 (19)化为[6 ]讨论的二阶双曲系统的形式从而利用[ 6 ]的已知结论, 虽然二阶系

统总可化为上一节讨论的一阶系统. 设H = H - 1 (0, 1) 为 Sobo lev 空间H 1
0 (0, 1) 的对偶空

间. 设A 是H 1
0 上的双线性型产生的H 上的自伴算子:

〈A f , g〉H - 1×H 1
0 = a (f , g ) =∫

1

0
f ′(x ) g′(x ) dx , Π f , g ∈H 1

0 (0, 1). (20)

由L ax2M ilgram 定理, A 是D (A ) = H 1
0 到H - 1 的等距同构. 容易证明对任意的 f ∈H 2 ∩

H 1
0, A f = - ∃f = - f ″, 这里 - ∃ 是通常的L ap lace 算子. 且对任意的 g ∈L 2 (0, 1) , A - 1g

= (- ∃) - 1g. 所以A 是通常的L ap lace 算子在空间H 1
0 (0, 1) 的延拓.

注意D (A 1ö2) = L 2 (0, 1). 将H 与H ′等同, 则有 [D (A 1ö2) ] < H < [D (A 1ö2) ]′. A 有

自然延拓A
� ∈L ( [D (A 1ö2) ], [D (A 1ö2) ]′) :

〈A
�

f , g〉[D (A 1ö2) ]′×[D (A 1ö2) ] = 〈A 1ö2f , A 1ö2g〉H ×H , Π f , g ∈L 2 (0, 1). (21)

(19)可写为

w tt (õ, t) + A [w (õ, t) - x u ( t) ] = w tt (õ, t) + A�w (õ, t) - u ( t)A�x = 0. (22)

令

B u = - uA�x ∈ [D (A 1ö2) ]′. (23)
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于是 (22)成为[6 ]讨论的H 上的二阶双曲系统

w tt (õ, t) + A w (õ, t) + B u ( t) = 0. (24)

其中控制空间为一维的: U = C.

从[6 ]知道, 系统 (24)的指数镇定与系统的精确可控性密切相关. 系统 (24) 的反馈镇定

控制是当然的同位输出反馈: u ( t) = B 3 w t. 即系统 (24)的输出为:

y ( t) = B 3 w t. (25)

B 3 为D (A 1ö2) = L 2 (0, 1) 到输出空间 Y = U 的有界线性算子.

〈B 3 f , u〉= 〈f , B u〉[D (A 1ö2) ]×[D (A 1ö2) ]′= 〈A - 1ö2f , A - 1ö2B u > L 2×L 2

= - u∫
1

0
x f (x ) dx , Π f ∈L 2 (0, 1). (26)

所以

B 3 f = - ∫
1

0
x f (x ) dx , Π f ∈L 2 (0, 1). (27)

　　[6 ]证明, 如果B 是容许的, 则系统 (24) , (25)的传递函数为

H (s) = sB 3 (s2 + A
�) - 1B . (28)

H (s) 在右半平面解析. [ 13 ]和[11 ]证明, 如果存在 Β > 0 使得

sup
R es= Β

‖H (s)‖ < ∞, (29)

则B 在状态空间 H = D (A 1ö2) ×H = L 2 ×H - 1 中是容许的, 因而系统 (24) , (25)是适定

的.

现在我们来求传递函数. 对任意的 u ∈C, 令 p = (s2 + A�) - 1B u , 则 p 满足

s2p (x ) - p″(x ) = 0, 　x ∈ (0, 1) ,

p (0) = 0, 　p (1) = u.
(30)

解方程 (30) , 得

p (x ) =
esx - e- sx

es - e- s u.

于是由 (27) ,

H (s) u = sB 3 (s2 + A
�) - 1B u = -

es + e- s

es - e- s +
1
s

u. (31)

所以 (29)满足, 且

lim
s→+ ∞

H (s) u = - u , Π u ∈U = C. (32)

　　于是我们证明了下面的定理.

定理 1　系统 (24) , (25)是在状态空间 H, 输入空间U = C, 输出空间 Y = C 的适定,

正则系统, 且直接传输算子D = - I.

我们猜测一般高维波动方程在部分D irich let 边界控制条件下的同位输出系统都具有

定理 1 的结论. 适定性已在[1 ]中得证. 对区域为二维的圆, 我们证明了正则性[7 ].

下面我们来看系统 (24)的精确可控性. 由于系统 (24) , (25)是同位系统, 由对偶原理,

(24)的精确可控性等价于下面系统的精确可观性.

w tt (õ, t) + A w (õ, t) = 0,

y ( t) = B 3 w t.
(33)
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从 (27)看, 系统 (33)的输出需要量测系统的每一点的速度. 首先我们将 (33)化为一阶系统

d
d t

w

w t

= IA
w

w t

=
0 I

- A 0

w

w t

,

y ( t) = (0,B 3 )
w

w t

.

(34)

做 H = L 2 ×H - 1 到H 1
0 ×L 2 的等距同构变换:

T
f

g
=

0 - A - 1

I 0

f

g
=

- A - 1g

f
∈H 1

0 ×L 2, Π (f , g ) ∈L 2 ×H - 1. (35)

则

T IA T - 1 = IA , (0,B 3 ) T - 1 = (- B 3 A , 0).

注意当 f ∈H 2 ∩H 1
0 时, A f = - f ″(x ) , 因此

- B 3 A f = f ′(1).

于是考察系统 (33)在 H 中的精确可观性等价于在空间 H = H 1
0 ×L 2 中考察系统

w tt (õ, t) - ∃w (õ, t) = 0,

y ( t) = w x (1, t) ,
(36)

的精确可控性. 这就是为什么L ion s 在[9 ]中研究高维波动方程D irich let 边界控制系统

w tt (x , t) - ∃w (x , t) = 0, x ∈ 8 , t > 0,

w (x , t) = 0, x ∈ # 0, t > 0,

w (x , t) = u (x , t) , x ∈ # 1, t > 0,

(37)

的精确能控性时, 这里 8 < IR n , # 0 ∪ # 1 = 58 , # 0 和 # 1 不相交, in t (# 1) ≠ Ï, 在空间H
= H 1

0 (8 ) ×L 2 (8 ) 中考察系统

w tt (x , t) - ∃w (x , t) = 0, x ∈ 8 , t > 0,

w (x , t) = 0, x ∈ 58 , t > 0,

y ( t) =
5
5n

w û # 1 ,

(38)

其中 n 表示外法向量, 的精确能观性的原因. 显然, 比起 (33) 观测系统在整个空间的速度

来, (36)只需观测系统在 x = 1 的应力, 是一个点观测的问题.

建立系统 (36)或 (38)在空间H 中的可观性不等式是一个简单的问题, [ 9 ]中已有详细

的讨论. 为完整起见, 我们给出对 (36)的一个简单证明. 令

E ( t) =
1
2∫

1

0
[w 2

t (x , t) + w 2
x (x , t) ]dx.

E ( t) 为系统 (36) 的能量, 也即状态变量 (w ,w t) 在 H 中的范数, E ( t) = E (0) , Π t Ε 0.

对 (36)的第一个方程两边同乘 xw x 并从 0 到 1 积分, 得

0 =∫
1

0
[xw xw tt - xw xw x x ]dx =

d
d t∫

1

0
xw xw tdx -

1
2

w 2
x (1, t) + E ( t). (39)

所以存在常数C T > 0 使得

∫
T

0
w 2

x (1, t) d t = 2∫
1

0
xw xw tdx û T

0 + 2∫
T

0
E ( t) d t Φ C T E (0).

即 w x (1, t) ∈ L 2 (0, T ) , Π T > 0. 这个事实称为方程 ( 36) 的隐性正则性 (h idden2
regu lart iy). 从 (39) , 我们可得可观性不等式:
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E (0) Φ 1
2 (T - 2)∫

T

0
w 2

x (1, t) d t, Π T > 2.

所以系统 (36)在任意 [0, T ], T > 2 上精确可观. 这个事实从特征线容易理解: 初值当至少

反射一次后控制才起作用, 所以 T = 2 是最小的使系统 (36)可观测的时间.

3　R iesz 基生成
本节我们考察系统 (24) , (25)在输出反馈 u ( t) = ky ( t) 下闭环系统

w tt (x , t) - w x x (x , t) = 0, 0 < x < 1, t > 0,

w (0, t) = 0,

w (1, t) = - k∫
1

0
xw t (x , t) dx

(40)

在空间 H = L 2 ×H - 1 中的R iesz 基生成.

由第二节知, (20) 定义的自伴算子A 是通常的L ap lace 算子在 H 1
0 (0, 1) 中的延拓, 且

是H 1
0 (0, 1) 到H - 1 (0, 1) 的等距同构. 经计算知, 对任意 f ∈L 2 (0, 1) ,

A - 1f =∫
x

0∫
y

0
f (Σ) dΣdy - x∫

1

0∫
y

0
f (Σ) dΣdy. (41)

H 中的内积定义为

〈(f 1, g 1) , (f 2, g 2)〉H = 〈 f 1, f 2〉L 2 (0, 1) + 〈A - 1g 1, A - 1g 2〉H 1
0 (0, 1) ,

Π (f 1, g 1) , (f 2, g 2) ∈ H. (42)

在 H 中定义线性算子 IA

IA (f , g ) = (g , f ″) , Π (f , g ) ∈ (D ( IA ) ) ,

D ( IA ) = { (f , g ) ∈L 2 (0, 1) ×H - 1 (0, 1) û f (0) = 0, f (1) = - k∫
1

0
x g (x ) dx

(g , f ″) ∈L 2 (0, 1) ×H - 1 (0, 1) }.

(43)

则系统 (40)可化为 H 中的抽象发展方程

d
d t

w

w t

= IA
w

w t

, 　Π x ∈ [0, 1 ], t > 0. (44)

由[6 ], IA 在 H 中生成一C 0 2压缩半群.

现在我们来求系统 (40)的特征值及特征函数. 设 Κ∈C , (<, Ω) ∈ H, 满足

IA (<, Ω) = Κ(<, Ω) (45)

即

Κ2<(x ) - <″(x ) = 0,

<(0) = 0, <(1) = - k∫
1

0
x Κ<(x ) dx ,

Ω(x ) = Κ<(x ).

(46)

(46)有非零解当且仅当 Κ满足特征方程:

(1 + k ) eΚ - (1 - k ) e- Κ -
k
Κ (eΚ - e- Κ) = 0. (47)

设 k ≠ 1. 因为 IA 耗散, IA 的特征值都在左半平面内, 所以 e2Κ - 1 对 Κ一致有界. 上式可

化为
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e2Κ =
1 - k
1 + k

+ O
1
Κ , 　当 ûΚû →∞时. (48)

经计算当 k > 0, k ≠ 1 时, 闭环系统的特征值和特征函数分别为

Κn =

1
2

ln
1 - k
1 + k

+ nΠi + O
1
n

, 　0 < k < 1,

1
2

ln
k - 1
k + 1

+ n +
1
2

Πi + O
1
n

, 　k > 1,

F n =
sinhΚn x

Κn sinhΚnx
, 　n ∈ Z.

(49)

　　定理 2　对闭环系统 (40) , 下面的结论成立.

( i) 当 k > 0, k ≠ 1 时, 存在 IA 的一广义特征向量序列形成 H 中的一R isez 基. 因此

对 IA 所生成的C 0 半群 eIA t, 谱确定增长条件成立, 即 Ξ( IA ) = S ( IA ) , Ξ( IA ) 是 e IA t 的增长

界, S ( IA ) 是 IA 的谱界. 相应的从对算子 IA 的谱的估计式中, 我们还可看出存在 Ξ > 0 使

得

‖eIA t‖H Φ M e- Ξt, (50)

即此闭环系统是指数镇定的.

( ii) 当 k = 1 时, 系统的特征方程 f (Κ) = 2eΚ -
eΚ - e- Κ

Κ 有可数无穷个零点.

证明　设空间V = {u ∈H 1 (0, 1) ûu (0) = 0}, 其内积定义为

〈f , g〉V =∫
1

0
f ′(x ) g′(x ) dx , 　Π f , g ∈V . (51)

设

Κυn =

1
2

ln
1 - k
1 + k

+ nΠi, 　0 < k < 1,

1
2

ln
k - 1
k + 1

+ n +
1
2

Πi, 　k > 1.

(52)

由[14 ]

F�n =

1
Κυn

sinhΚυnx

sinhΚυnx n∈Z

, (53)

是V ×L 2 (0, 1) 中的一R iesz 基. 设

E�n =

sinhΚυnx - x sinhΚυn

Κυn

sinhΚυnx n∈Z

, (54)

作线性变换 T
�: T

�
F
�

n = E
�

n ,

‖T
�

F
�

n‖2
H 1

0 (0, 1)×L 2 (0, 1) =∫
1

0
co shΚυnx -

sinhΚυn

Κυn

2

+ û sinhΚυnx û 2 dx

=
sinh2R eΚυn

2R eΚυn
1 -

2R eΚυn

sinh 2R eΚυn

sinhΚυn

Κυn

2

.

= ‖F�n‖2
V ×L 2 (0, 1) 1 -

2R eΚυn

sinh 2R eΚυn

sinhΚυn

Κυn

2

. (55)
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2R eΚυn

sinh 2R eΚυn

sinhΚυn

Κυn

2

=

- 2k ln
1 - k
k + 1

ln
1 - k
k + 1

2

+ (2nΠ) 2
, 0 < k < 1,

- 2k ln
k - 1
k + 1

ln
k - 1
k + 1

2

+ (2n + 1) 2Π2
, k > 1.

(56)

其中 n ∈ Z. 从此式可以看出当 k > 0, k ≠ 1 时有

0 <
2R eΚυn

sinh 2R eΚυn

sinhΚυn

Κυn

2

Φ 2k

ln
1 + k
1 - k

< 1, 　Π n ∈ Z. (57)

于是

1 -
2k

ln
1 + k
1 - k

‖F�n‖2
V ×L 2 (0, 1) Φ ‖T F�n‖2

H 1
0 (0, 1)×L 2 (0, 1)

Φ 1 +
2k

ln
1 + k
1 - k

‖F�n‖V ×L 2 (0, 1) , 　Π n ∈ Z. (58)

由此知 T 为一有界可逆算子. 所以 {E�n}n∈Z 在H 1
0 (0, 1) ×L 2 (0, 1) 中形成一R iesz 基. 在

(35)定义的H 1
0 (0, 1) ×L 2 (0, 1) 到 H 的等距同构变换下

T - 1E�n =
0 I

- A 0

sinhΚυn x - x sinhΚυn

Κυn

sinhΚυn x

=
sinhΚυnx

Κυn sinhΚυnx
= E n. (59)

所以 {E n}n∈Z 形成 H 中的一R iesz 基. 又因存在N > 0,

∑
ûnû> N

‖E n - F n‖2
H = ∑

ûnû> N
O

1
n2 < ∞. (60)

由[8 ]定理 613, {F n}∞
n= 1 在空间 H 中形成一R iesz 基.

当 k = 1 时, 在 (47)中令 k = 1, 得系统 (40)的特征方程为

f (Κ) = 2eΚ -
eΚ - e- Κ

Κ . (61)

易知 f (Κ) 为一阶整函数. 完全类似[15 ]第 147 页引理 31214, 可证 f (Κ) 有无穷多个零点.

可惜的是我们不知道在这种情况下, 系统是否仍有R iesz 基生成抑或系统的广义特征函数

在空间 H 中根本不完整. 这个特殊情况发生在一维波动方程的N eum ann 边界控制中, 不

过和 ( ii)不同的是, 那里的闭环算子的谱是空集 ( [3 ]).
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D ir ichlet Boundary Stabil iza tion and R iesz Basis Property
of One-D im en siona l Str ing Equation

X IE Yu, 　GU O Bao2zhu

( In st itu te of System s Science, A cadem y of M athem atics and System Sciences,

A cadem ia Sin ica, Beijing 100080, Ch ina)

Abstract: 　T h is paper studies a one2dim ensionalw ave equation w ith one end fixed and D irich let

boundary feedback con tro l at ano ther. T he system is show n to be w ell2po sed and regu lar in the

class of Salamon2W eiss system theo ry. T h is exp lain s rigo rously that the H ilbert2U niqueness2

M ethod in troduced by J. L. lions in studying the exact con tro llab ility of hyperbo lic system s is

the w ell2know n D uality2P rincip le in con tro l theo ry. T he R iesz basis p roperty, spectrum 2deter2
m ined grow th condit ion and exponen tia l stab ility fo r the clo sed2loop system are concluded.

T h rough th is examp le, one can catch a glimp se of a new trend appeared very recen tly in Part ia l

D ifferen tia l Equation con tro l theo ry.

Keywords: 　distribu ted system ; riesz basis; stab ility; regu lar; w ell2po sed; spectrum 2deter2
m ined grow th condit ion
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