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摘要 本文考虑非参数非线性系统的变量选择问题, 所谓变量选择是指, 判断哪些变量对系统的输出

有实质性影响并构造算法将它们辨识出来. 由于 “维数灾难”,非线性系统随着维数增加而使得辨识需

要的数据量呈指数速度上升, 因而有必要从数据量趋于无穷、数据量有限和系统结构等不同角度来研

究非参数非线性系统的变量选择问题. 针对上述不同情形, 本文分别给出变量选择算法和收敛性结论,

并给出数值例子以验证理论结果的有效性, 结果显示数值模拟与理论分析一致.

关键词 变量选择 非参数非线性系统 可加非线性系统 局部变量 全局变量

MSC (2010) 主题分类 93B30, 93E12, 93C10

1 引言

考虑离散时间标量非参数非线性系统

y(k) = f(x(k)) + v(k), k = 1, 2, . . . , N, (1.1)

其中 {y(k)}k!1 为系统输出, {v(k)}k!1 为系统噪音, 本文假设 {v(k)}k!1 为独立同分布 (i.i.d.) 随机序

列, 回归向量记为 x(k) = [x1(k), . . . , xp(k)]T, 它的维数为 p, 回归向量 x(k) 包含了所有可能起作用的

变量, f(·) 为未知函数. 系统 (1.1) 的辨识就是利用数据集 {y(k), x(k)}Nk=1 来估计函数 f(·) 和回归向
量 x(k) 中起作用的变量 (参见文献 [1, 2]).

因为函数 f(·) 未知, 一类具有代表性的辨识方法是将 f(·) 参数化, 例如, 将 f(·) 表示为基函数的
组合 f(x) =

∑
αiφi(x), 或者更一般地, f(x) = g(α,φ1(x),φ2(x), . . .), 其中 α 和 αi 为未知参数, 函数

g(·) 和 φi(x) 均为已知, 从而辨识转化为给定准则函数条件下对参数 α 和 αi 的优化. 注意到 f(·) 未
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知, 对函数作如上假设通常需要获得较多的系统先验信息; 另一方面, 由于非线性因素的存在, 相应优

化问题的求解可能陷于局部极小值点而无法获得渐近一致的参数估计. 上面这些因素, 使参数化辨识

的应用范围受到局限. 另一类辨识方法称为非参数方法 (参见文献 [3–9]), 例如, 直接估计函数 f(·) 在
给定点 x0 的函数值 f(x0), 注意到 f(·) 的非线性, 这类算法通常基于系统在 x0 附近数据的加权平均,

因而容易受到所谓 “维数灾难” 问题的影响. 请看下面例子: 假设系统 (1.1) 为有限脉冲响应的非线性

系统,系统的阶数为 p,从而, x(k) = [u(k−1), . . . , u(k−p)]T,取输入信号 {u(k)}k!1 为 [−1, 1]上均匀分
布的独立同分布随机序列, 希望利用输入输出数据 {u(k), y(k)}k!1 估计函数 f(·)在点 x0 = [0, . . . , 0]T

的函数值. 选取以 x0 为球心、以 0.1 为半径的球作为 x0 的邻域, 从而任意数据 x(k) 落于此邻域的概

率为 πp/20.1p

Γ(p/2+1)
1
2p , 其中 Γ(·) 为 Γ- 函数. 假设在 x0 的邻域内至少需要 10 组数据以得到 f(x0) 的可靠

估计, 那么数据总量 N 需满足 N πp/20.1p

Γ(p/2+1)
1
2p ! 10, 即

N ! 10 · (20)p · (p/2)!
πp/2

=

⎧
⎨

⎩
1.24 · 108, p = 6,

4.02 · 1013, p = 10.

上式意味着即使对于适当大小的系统阶数 p, 为得到可靠的非参数估计, 所需数据总量依然十分巨大.

对一些实际系统而言, 回归向量 x(k) 中的各个变量是 “稀疏”的, 即是说并非所有 xi(k) (i = 1, 2,

. . . , p) 仅是其中一部分对系统的输出 y(k) 起作用. 如果能够辨识并消除对于系统输出 y(k) 不起作用

的那些变量, 就能实现系统的降维, 并显著减少辨识所需的数据总量. 在文献中, 这个问题常称为变

量选择 [10]. 总的来讲, 变量选择算法可分为两类: 前一类算法中, 假若某些变量对系统实际输出的影

响为零, 那么这些变量被舍去, 其他的变量被保留, 从而实现系统的变量选择; 后一类算法中, 不仅舍

去对系统输出影响为零的那些变量, 对系统输出影响很小的那些变量也将被舍去, 其他的变量被保留.

二者相比较, 后一类算法可以得到更简化的系统模型, 便于进一步分析与设计, 得到的结果更具稳健

性. 显然, 第二类算法的首要问题是如何定义哪些变量起作用、哪些变量不起作用, 进一步如何辨识.

这些问题后文将作详细分析.

前文假设回归向量 x(k) = [x1(k), . . . , xp(k)]T 的维数为 p, xi(k) (i = 1, . . . , p) 中包含了起作用的

变量和冗余变量. 依对 x(k) 中各个变量的分析角度, 变量选择又可分为自上而下的算法和自下而上

的算法两大类: 前一类着眼于 p 维系统, 构造算法判定向量 x(k) 中的各个变量是否起作用以及对系

统的贡献大小;而后一类算法首先致力于一维系统,即判定 xi(k) (i = 1, . . . , p)中对系统贡献最大的变

量, 而后判定次要变量, 以此类推, 逐个判定变量的重要性以及是否冗余, 从而实现变量选择. 二者相

比较, 前一类直接基于高维系统构造算法, 可借鉴非参数统计的思路, 便于理论分析与推导, 另一方面

由于非参数辨识的维数灾难, 为保证算法的收敛性常需要较大的数据总量, 对于数据量有限的实际问

题, 这类算法难以奏效; 后一类基于低维系统构造算法, 对于数据量有限的实际问题, 可有效地避开维

数灾难, 但与前一类算法相比, 理论分析是其难点. 本文依据这个思路, 针对系统 (1.1) 分别给出了两

类变量选择算法, 并给出理论结果与仿真验证.

变量选择在系统控制、信号处理、统计和机器学习等领域扮演着重要角色 (参见文献 [11–16]), 与

之密切相关的一个问题是阶的估计.动态系统的阶估计已有很多研究成果 (参见文献 [17–21]). 变量选

择不仅要估计系统的真实阶次 (p0, q0),还要判定回归向量中真正起作用的变量,目前,相关文献不断涌

现, 如文献 [22–27], 其中既有针对线性系统的变量选择 [28,29], 也有针对非线性系统的相关研究 [30–34].

上述研究工作均假设起作用的变量在系统的工作区域中是全局的、唯一的, 对线性系统来讲, 这是显

而易见的事实, 但对非线性系统来讲却可能存在反例. 考虑如下有限脉冲响应非线性系统:
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yk+1 = f(uk, uk−1, uk−2, uk−3) + εk+1, (1.2)

f(uk, . . . , uk−3) =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

uk−3, 若 uk ! 0,

uk−3uk−1, 若 uk < 0, uk−1 > 1,

uk−3uk−2, 若 uk < 0, uk−1 < −1,

uk, 其他.

(1.3)

从 (1.3)可见,系统在不同区域内有着不同的工作变量,且没有一个变量在所有区域中都对系统输出产

生实质作用. 从宏观上看, uk, uk−1, uk−2, uk−3 这四个变量都不可少, 系统是 “稠密的”, 但从局部来看,

仅是其中一部分发生作用, 系统又是 “稀疏的”. 因而, 契合非线性系统 “全局稠密” 和 “局部稀疏” 的

特点, 为得到更精准的数学模型, 有必要从局部的角度来研究它的变量选择 (参见文献 [35]). 目前, 基

于这种思想的非参数非线性系统的变量选择还未见到相关研究文献,本文将介绍我们在这个方向上近

期的研究成果.

从方法上看,直接借鉴线性系统的变量选择算法来处理非线性系统的相关问题可能难以得到有效

的辨识结果,请看下例: 相关系数算法是线性系统变量选择的一类有效算法 (参见文献 [36,37]),考察线

性系统 y(k) = u(k−1),选取输入信号 {u(k)}k!1 为 [−1, 1]上均匀分布的独立同分布随机序列,容易验

证输入 u(k−1)和输出 y(k)的相关系数为 1,这意味着系统输出 y(k)线性地依赖于系统输入 u(k−1);

而对非线性系统 y(k) = u(k−1)2,在相同的输入条件下可得输入 u(k−1)和输出 y(k)的相关系数为 0,

若以此断言输入 u(k− 1)对系统输出 y(k)没有影响就忽视了系统的本质特性, 得不到正确结论.综上

所述, 由于非线性带来的 “维数问题”、“全局稠密、局部稀疏” 等特点, 因此需要结合系统的具体特点

来研究变量选择. 本文围绕上述问题, 从全局变量的辨识、局部变量的辨识和可加非线性系统的变量

选择等不同角度, 介绍我们近期的相关研究成果, 其中第 3.3 小节的内容不见于其他文献.

本文具体组织结构如下: 第 2 和 3 节主要针对系统 (1.1), 介绍局部变量选择算法和全局变量选

择算法; 第 4 节针对 (1.1) 的特例—可加非线性系统, 介绍相关算法和主要结论; 第 5 节针对第 3 节的

算法给出数值模拟以验证算法的有效性; 最后, 第 6 节作总结与讨论.

本文常用数学符号: 记 (Ω,F ,P) 为基本概率空间, ω ∈ Ω 为随机事件. R 表示实数域, 集 A 的余

集记为 Ac, 矩阵 M 的 2- 范数记为 ∥M∥. 对正序列 {ak} 和 {bk}, ak = O(bk) 和 ak = o(bk) 分别意味

着 |ak
bk
| " C 和 |ak

bk
|→ 0, k →∞, 其中常数 C > 0. 对随机序列 {xk}, xk = OP (1) 是指存在正数 C 使

得 P{|xk| ! C}→ 0, k →∞.

2 局部变量的选择算法

任意固定 x0 = [x0
1, x

0
2, . . . , x

0
p]

T ∈ Rp, 本节考虑系统 (1.1) 在点 x0 及其邻域范围的变量选择. 首

要问题是, 如何定义点 x0 及其邻域范围的作用变量和冗余变量.

假设 f(·) 在 x0 连续可微, 依 Taylor 级数展开, 易知在 x0 附近各个变量 xi(k) (i = 1, . . . , p) 的重

要性可用 f(·) 各个分量的偏导数 ∂f
∂xi

|x=x0 来衡量: 假若 ∂f
∂xi

|x=x0 ̸= 0, 则认为第 i 个变量在 x0 附近

起作用; 假若 ∂f
∂xi

|x=x0= 0, 则认为第 i 个变量在 x0 附近不起作用. 基于此, 系统在 x0 及其邻域的变

量选择问题关键在于, 首先构造系统在 x0 及其邻域的局部线性模型, 进而判断线性模型中的系数哪

些非零、哪些为零, 非零元对应作用变量, 而零元则对应冗余变量, 变量的重要性程度则用偏导数的绝

对值来刻画.
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根据上述思路, 算法的关键在于建立函数 f(·) 在给定点 x0 的局部线性模型. 首先介绍局部线性

模型的辨识算法. 在给定点 x0 处, 当 ∥x(k)− x0∥ " h 时, 依 Taylor 级数展开有下式成立:

f(x(k)) = f(x0) + (x(k)− x0)T
∂f

∂x

∣∣∣∣
x0

+O(h2),

其中常数 h > 0 决定了点 x0 的邻域大小, 称为带宽常数 (bandwidth).

记函数 f(·) 在给定点的函数值和梯度如下:

[f(x0),β∗T]T # [f(x0),β∗
1 , . . . ,β

∗
p ]

T =

[
f(x0),

∂f

∂x1

∣∣∣∣
x=x0

, . . . ,
∂f

∂xp

∣∣∣∣
x=x0

]T
.

考虑如下算法:

min
γ0∈R,γ1∈Rp

N∑

k=1

{
y(k)− [1, (x(k)− x0)T]

[
γ0

γ1

]}2

·KQ(x(k)− x0), (2.1)

其中 KQ(x) =
1

|Q|K(Q−1x), 矩阵 Q = hI, h > 0 为带宽常数, I 为单位阵, K(·) 为多变量核函数, 通常

可取为任意概率密度函数, 本文选取核函数 K(·) 满足 KQ(x(k)− x0) = 0, ∀ ∥x(k)− x0∥ > h.

从核函数的构造可见, 对数据集 {x(1), . . . , x(N)}, 假若某 x(k) 落于 x0 的邻域之内, 则核函数为

正, 否则为零. 从而, 算法 (2.1) 实为利用 x0 近旁数据的局部最小二乘算法, 相应地, 其极小值点可作

为系统 (1.1) 在给定点 x0 的局部线性模型的合理估计. 记算法 (2.1) 的极小值点为

⎡

⎣f̂(x
0)

β̂

⎤

⎦ =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

f̂(x0)

β̂1
...

β̂p

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

f̂(x0)

∂̂f
∂x1

|x=x0

...

∂̂f
∂xp

|x=x0

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

. (2.2)

根据核函数的构造, 假若 ∥x(k) − x0∥ > h, 则有 KQ(x(k) − x0) = 0. 给定数据长度 N 和带宽

参数 h, 假设落于点 x0 邻域内的数据集合为 {x(Ni), i = 1, . . . ,M}, 相应地, 系统输出和噪音的集合

记为 {y(Ni), i = 1, . . . ,M} 和 {v(Ni), i = 1, . . . ,M}. 易见, M 依赖于数据长度 N 和带宽参数 h, 即

M = M(N, h). 根据 (2.2), f̂(x0) 为函数值 f(x0) 的估计, 定义

ZM =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

y(N1)− ˆf(x0)

y(N2)− ˆf(x0)
...

y(NM )− ˆf(x0)

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, ΦM =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

(x(N1)− x0)T

(x(N2)− x0)T

...

(x(NM )− x0)T

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, vM =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

v(N1)

v(N2)
...

v(NM )

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

. (2.3)

由局部最小二乘算法的性质 (参见文献 [38]), 可得

ZM = ΦMβ
∗ + vM +O(h2) +O

(
1√

Nhp+l

)
. (2.4)

注意到系统 (1.1) 为 p 维系统, 假设系统 (1.1) 在点 x0 有 q (1 " q " p) 个作用变量, p− q 个冗余

变量, 即 β∗ 中有 q 个分量非零, p− q 个分量为零. 不失一般性, 假设

β∗ = [β∗
1 , . . . ,β

∗
q ,β

∗
q+1, . . . ,β

∗
p ]

T, |β∗
1 | > 0, . . . , |β∗

q | > 0, β∗
q+1 = · · · = β∗

p = 0. (2.5)
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定义集合

A∗ = {j : |β∗
j | > 0} = {1, 2, 3, . . . , q}. (2.6)

显然, 集合 A∗ 是系统 (1.1) 在 x0 处作用变量的指标集, 系统 (1.1) 在 x0 处的变量选择一方面要

正确地判断哪些分量非零, 即估计集合 A∗, 称为集收敛 (set convergence), 还要得到 β∗
j (j = 1, . . . , q)

的一致参数估计, 称为参数收敛 (parameter convergence). 构造变量选择算法如下:

依算法 (2.1)所得估计值 [ ˆf(x0), β̂T]T = [ ˆf(x0), β̂1, . . . , β̂p]T,定义 wj =
1

|β̂j |
, w = [w1, w2, . . . , wp]T,

以及如下准则函数:

β = argmin
β

{
∥ZM − ΦMβ∥2 + λM

p∑

j=1

wj |βj |
}
, (2.7)

其中 ZM 和 ΦM 由 (2.3) 定义, λM 为加权系数.

从 (2.7) 的构造可见, 假若算法 (2.1) 所得的某个估计值 β̂j → 0, 对应地, wj → ∞, 则算法 (2.7)

对应的极小值点必然为零, 可判定第 j 个分量为冗余变量, 从而实现了变量选择. 基于此, 定义集合

AN = {j : |βj | > 0}, (2.8)

其中 β = [β1, . . . ,βp]
T 是优化准则函数 (2.7)得到的极小值点, AN 中的指标即对应系统 (1.1)在点 x0

处的作用变量.

算法 2.1 考虑系统 (1.1), 给定点 x0 和数据集 {y(k), x(k)}Nk=1, 固定带宽 h,

(II.1) 计算局部最小二乘算法的极小值点 [ ˆf(x0), β̂T]T = [ ˆf(x0), β̂1, . . . , β̂p]T;

(II.2) 依带宽 h, 计算点 x0 邻域内的输入数据集, 其容量记为 M , 依 (2.3) 构造 ZM 和 ΦM ;

(II.3) 计算 wj =
1

|β̂j |
, j = 1, 2, . . . , p, 计算准则函数 (2.7) 的极小值点 β = [β1, . . . ,βp]

T, 并依 (2.8)

得到集合 AN 作为集合 A∗ 的估计;

(II.4) 依 (II.1) 和 (II.3) 所得估计, 定义 β̃ = [β̃1, β̃2, . . . , β̃p]T:

β̃j =

⎧
⎨

⎩
0, 若 j ̸∈ AN ,

β̂j , 若 j ∈ AN ,
(2.9)

β̃ 作为 β∗ 的估计.

对上述算法, 不仅要证明集收敛, 即对充分大的数据长度 N 有 AN = A∗, 还要证明参数收敛, 即

β̃ → β∗.

定理 2.1 [39] 假设 f(·) 在 x0 二次连续可微, {x(k)}k!1 为独立同分布随机序列且在 x0 处有正

的概率密度函数, 选择带宽常数 h 满足当数据长度 N →∞ 时, h→ 0 并且 Nhp+6 →∞, 选取加权系

数 λM = cM2/3, 其中常数 c > 0, 则当 N 趋于无穷时有如下结论成立:

AN = A∗,

β̃j → β∗
j , j ∈ A∗.

本节针对非线性系统作用变量 “全局稠密” 和 “局部稀疏” 的特点, 从系统的任意固定点处着眼,

给出了变量选择算法, 并证明了所得估计值同时具有 “集收敛” 和 “参数收敛”. 从算法构造上看, 本

节属于 “自上而下” 的算法, 从全维系统出发, 进而剔除冗余变量, 保留作用变量. 下一节将介绍 “自

下而上” 的变量选择算法, 具体地, 算法从一维系统出发, 首先判断最重要的变量, 进而研究二维系统,

判断次重要的变量, 依次类推, 给出所有变量重要性的刻画.
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3 全局变量的选择算法

3.1 前向/后向变量选择算法

考虑系统 (1.1), 设数据集为 {x(k), y(k)}Nk=1. 与前一节不同, 本节考虑全局作用变量的辨识: 系

统 (1.1) 的维数为 p, 给定 n (n " p), 构造算法判定 n 个对系统最为重要的变量并依重要性程度排序.

算法主要依据以下思路: 假若 xi1(k) 是系统最重要的变量, 那么用 xi1(k) 描述系统所得的误差比

用其他变量描述系统的误差要小, 即存在函数 g(·), 使得

|f(x1(k), . . . , xp(k))− g(xi1(k))| " |f(x1(k), . . . , xp(k))− h(xj(k))|,

∀h(·) : R→ R, ∀ j = 1, . . . , p. (3.1)

上述思路依次推广到 2 维、3 维直至 n 维系统, 从而确定系统最为重要的前 n 个变量.

下面给出具体算法.

首先介绍低维邻域的概念: 任意固定 i (1 " i " p) 和数据 x(k) = [x1(k) · · ·xp(k)]T (1 " k " N),

若数据 x(j) (1 " j " N) 满足

|xi(k)− xi(j)| " h, (3.2)

则称数据 x(j) 落于 xi(k) 的 “一维邻域”, 其中 h > 0 为带宽参数, h 的取值决定了一维邻域的大小.

记落于 xi(k) 一维邻域的数据集合为 {x(ki1), x(ki2), . . . , x(kili)}, 相应的系统输出为 {y(ki1), y(ki2),
. . . , y(kili)}, 基于一维邻域内的数据构造点 xi(k) 处的一维核估计 (参见文献 [38])

f̂i(x(k)) =

∑li
j=1 K1((

x(ki
j)−x(k)

h )i)y(kij)
∑li

j=1 K1((
x(ki

j)−x(k)

h )i)
, (3.3)

其中
(
x(kij)− x(k)

h

)

i

=

√(
xi(kij)− xi(k)

h

)2

,

K1(·) 为单变量核函数, 除满足第 2 节的假设条件外, 还满足有界支撑, 即若 |x| > 1, 则 K1(x) = 0.

依核估计 (3.3), 计算指标 i 的残差 (residual)

RSS(i) =
1

N

N∑

k=1

(y(k)− f̂i(x(k)))
2. (3.4)

显然, 若 x(k) = [x1(k) · · ·xp(k)]T 的第 i 个分量对系统最为重要, 则第 i 个分量对应的残差应为最小,

因而定义如下估计作为系统 (1.1) 最为重要的变量:

i∗1 = argmin
1"i"p

RSS(i). (3.5)

依上面思路, 可从 {1, 2, . . . , p}/i∗1 中选取系统第 2 重要的变量, 具体算法如下:

任意固定 i ∈ {1, 2, . . . , p}/i∗1 和 k ∈ {1, . . . , N}, 基于带宽 h 构造 (xi∗1 (k), xi(k)) 的 “二维邻域”

{x(j) | (x(k)− x(j))i∗1 ,i =
√
(xi∗1 (k)− xi∗1 (j))

2 + (xi(k)− xi(j))2 " h, i ̸= i∗1}. (3.6)
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相应的输入输出集合分别记为 {x(ki
∗
1 ,i
1 ), x(k

i∗1 ,i
2 ), . . . , x(k

i∗1 ,i
li∗1 ,i

)} 和 {y(ki
∗
1 ,i
1 ), y(k

i∗1 ,i
2 ), . . . , y(k

i∗1 ,i
li∗1 ,i

)}; 基于
二维邻域内的数据构造核估计

f̂i∗1 ,i(x(k)) =

∑li∗1 ,i

j=1 K2((
x(k

i∗1 ,i

j )−x(k)

h )i∗1 ,i)y(k
i∗1 ,i
j )

∑li∗1 ,i

j=1 K2((
x(k

i∗1 ,i

j )−x(k)

h )i∗1 ,i)

, (3.7)

其中 K2(·) 为有界支撑的二维核函数,

(
x(k

i∗1 ,i
j )− x(k)

h

)

i∗1 ,i

=

√(
xi∗1 (k

i∗1 ,i
j )− xi∗1 (k)

h

)2

+

(
xi(k

i∗1 ,i
j )− xi(k)

h

)2

;

进一步, 构造残差

RSS(i∗1, i) =
1

N

N∑

k=1

(f̂i∗1 ,i(x(k))− y(k))2, (3.8)

并定义

i∗2 = argmin
i∈{1,2,...,p}/i∗1

RSS(i∗1, i), (3.9)

i∗2 即是系统的第 2 重要变量.

依次类推, 可逐项确定系统最为重要的前 n 个变量 xi∗1 (k), xi∗2 (k), . . . , xi∗n(k), 至此完成了变量的

前向选择. 为避免前向选择可能导致的错误和疏漏, 进一步利用后向变量选择算法来对前向算法的结

果进行检验. 直观上讲, 检验集合 {1, 2, . . . , p}/{i∗1, . . . , i∗n} 中的变量是否能进一步减小残差, 若不能,

则保留前向算法所得结果; 若进一步减小残差, 则后向算法辨识出更为重要的变量, 更新辨识结果. 具

体算法如下:

选取 i ∈ {1, 2, . . . , p}/{i∗1, i∗2, . . . , i∗n},固定 k ∈ {1, . . . , N}和带宽 h,计算 (xi(k), xi∗2 (k), . . . , xi∗n(k))

的 n 维邻域, 相应的输入输出集记为 {x(ki,i
∗
2 ,...,i

∗
n

j ), j = 1, . . . , li,i∗2 ,...,i∗n} 和 {y(ki,i
∗
2 ,...,i

∗
n

j ), j = 1, . . . ,

li,i∗2 ,...,i∗n}, 计算核估计

f̂i,i∗2 ,...,i∗n(x(k)) =

∑li,i∗2 ,...,i∗n
j=1 Kn((

x(k
i,i∗2 ,...,i∗n
j )−x(k)

h )i,i∗2 ,...,i∗n) · y(k
i,i∗2 ,...,i

∗
n

j )

∑li,i∗2 ,...,i∗n
j=1 Kn((

x(k
i,i∗2 ,...,i∗n
j )−x(k)

h )i,i∗2 ,...,i∗n)

, (3.10)

其中 Kn(·) 为 n 维核函数, 残差

RSS(i, i∗2, . . . , i
∗
n) =

1

N

N∑

k=1

(y(k)− f̂i,i∗2 ,...,i∗n(x(k)))
2, (3.11)

并计算残差的极小值点

i∗ = argmin
i∈(1,2,...,p)/(i∗1 ,i

∗
2 ,...,i

∗
n)
RSS(i, i∗2, . . . , i

∗
n). (3.12)

若 RSS(i∗, i∗2, . . . , i
∗
n) < RSS(i∗1, i

∗
2, . . . , i

∗
n),即系统的残差可进一步减小, xi∗(k)相对于 xi∗1 (k)更为

重要,系统前 n个重要变量更新为 (xi∗(k), xi∗2 (k), . . . , xi∗n(k));若 RSS(i∗, i∗2, . . . , i
∗
n) ! RSS(i∗1, i

∗
2, . . . , i

∗
n),

即 i ∈ {1, 2, . . . , p}/{i∗1, i∗2, . . . , i∗n} 中不存在相对于 xi∗1 (k) 更为重要的变量, 前向选择算法得到的辨识

结果得到保留. 不失一般性, 记执行一步后向选择算法得到的变量仍为 (xi∗1 (k), xi∗2 (k), . . . , xi∗n(k)), 依

上述过程, 依次对 i∗2, . . . , i
∗
n 执行后向选择算法, 最终结果即作为系统最为重要的前 n 个变量.
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前向选择算法如下:

(III.A1) 选定变量 xi(k), 1 " i " p, 计算一维邻域 (3.2)、核估计 (3.3) 和残差 (3.4);

(III.A2) 依 (3.5) 计算残差的极小值点 i∗1 及对应变量 xi∗1 (k);

(III.A3) 选定变量 xi(k), i ∈ (1, 2, . . . , p)/i∗1, 计算二维邻域 (3.6)、核估计 (3.7) 和残差 (3.8);

(III.A4) 依 (3.9) 计算残差的极小值点 i∗2 及对应变量 xi∗2 (k);

(III.A5) 依上述思路, 计算 i∗3, . . . , i
∗
n.

后向选择算法如下:

(III.B1) 选取 i ∈ {1, 2, . . . , p}/{i∗1, i∗2, . . . , i∗n}, 计算 (xi(k), xi∗2 (k), . . . , xi∗n(k)) 的 n 维邻域, 核估

计 (3.10) 和残差 (3.11);

(III.B2) 依 (3.12) 计算残差的极小值点 i∗ 及对应变量 xi∗(k), 若 RSS(i∗, i∗2, . . . , i
∗
n) < RSS(i∗1, i

∗
2,

. . . , i∗n), 系统前 n 个重要变量更新为 (xi∗(k), xi∗2 (k), . . . , xi∗n(k)); 若 RSS(i∗, i∗2, . . . , i
∗
n) ! RSS(i∗1, i

∗
2,

. . . , i∗n), 前向选择算法辨识结果得以保留;

(III.B3) 依上述过程, 依次对 i∗2, . . . , i
∗
n 执行后向选择算法, 最终结果即作为系统最为重要的前 n

个变量.

从上可见, 前向/后向算法的关键在于核估计, 对核估计有如下结论成立:

定理 3.1 [39] 考虑系统 (1.1), 假设作用变量的真实个数为 n∗, n∗ " p, n∗ " n. 假设 f(·) 连
续可微, 系统噪音为独立同分布随机序列且二阶矩有限, 选取带宽参数满足 h → 0, hnN → ∞, 若

数据集 {x(k)} 为 α 混合相依且混合系数满足 0 < α(k) " cρk, 其中常数 c > 0, 0 < ρ < 1, 则有

f̂i∗1 ,i∗2 ,...,i∗n(x
0)− f(x0) 依概率收敛到零, 其中 x0 ∈ Rp 为任意给定点.

所谓 “混合相依”是指系统数据随时间间隔的增加渐近独立. 一般来讲,若系统具有一定的 “稳定

性”、输入信号和噪音具有一定的 “激励性”, 则 “混合相依” 必然成立, 相关结论可参见文献 [38, 40].

3.2 变量个数 n 的辨识

上节在系统的变量个数为 n的条件下, 给出了变量选择算法, 如何确定变量个数 n成为应用变量

选择算法的前提. 本节将探讨这个问题并给出具体算法.

假设系统作用变量的真实个数为 n0, 则对 n (n0 " n " p), 存在函数 g(·) 使得

f(x(k))− gxi∗1
,...,xi∗n

(x(k)) = 0, (3.13)

y(k)− gxi∗1
,...,xi∗n

(x(k)) = v(k), (3.14)

其中 xi∗1 , . . . , xi∗n 包括了系统所有的真实变量. 从 (3.14) 可知, 若 n ! n0, 则 y(k)− gxi∗1
,...,xi∗n

(x(k)) 为

白噪音, 而当 n < n0 时, y(k)− gxi∗1
,...,xi∗n

(x(k)) 非白噪音. 因此, 检验 (3.14)是否为白噪音为变量个数

的辨识提供了一种思路.

定义

r(k) = y(k)− gxi∗1
,...,xi∗n

(x(k)), (3.15)

γ(j) = E(r(k)− Er(k))(r(k − j)− Er(k)), (3.16)

ρ(j) =
γ(j)

γ(0)
. (3.17)
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进一步定义噪音估计值、样本均值、样本自协方差函数和样本自相关函数如下:

r̂(k) = y(k)− f̂i∗1 ,...,i∗n(x(k)), (3.18)

µ̂ =
1

N

N∑

k=1

r̂(k), (3.19)

γ̂(j) =
1

N − j

N∑

k=j+1

(r̂(k)− µ̂)(r̂(k − j)− µ̂), (3.20)

ρ̂(j) =
γ̂(j)

γ̂(0)
, (3.21)

其中 f̂i∗1 ,...,i∗n(x(k)) 为前向/后向算法所得的核估计.

若 r̂(k) 近似为白噪音, 由 Box-Pierce 检验可知, N
∑p−1

j=1 ρ̂(j)
2 近似服从自由度 p− 1 的 χ2 分布.

因而构造基于假设检验的系统变量个数 n 的辨识算法如下:

(1) 原假设 H0: r(k) 为白噪音;

(2) 备择假设 H1: r(k) 非白噪音.

给定显著性水平 α (0 < α < 1) 及相关的阈值 d, 计算 N
∑p−1

j=1 ρ̂(j)
2: 若 N

∑p−1
j=1 ρ̂(j)

2 < d, 则接

受 H0; 否则拒绝 H0, 系统真实变量个数应比假设检验中设定的 n 更大. 对 n = 1, . . . , p 执行上面的假

设检验, 使 r(k) 为白噪音的最小正整数, 即作为系统真实变量个数的估计.

从上述算法可见,检验 r(k)是否为白噪音转化为检验 r(k)与 r(k−j)不相关,进而应用 Box-Pierce

检验. 对线性系统来讲, 这种算法十分有效, 但对非线性系统有时可能得到与实际不一致的结果 (参见

文献 [41, 42]). 为保证算法的稳健性以及对非线性系统的有效性, 可考虑如下推广的 Box-Pierce 检验:

根据文献 [41, 42], 当 N →∞ 时,

Qp−1 = N [ρ(1), . . . , ρ(p− 1)]V −1

⎡

⎢⎢⎢⎣

ρ(1)
...

ρ(p− 1)

⎤

⎥⎥⎥⎦
(3.22)

服从自由度为 p− 1 的 χ2 分布, 其中

V =
C

γ(0)2
=

⎡

⎢⎢⎢⎣

c11 . . . c1,p−1

...
. . .

...

cp−1,1 . . . cp−1,p−1

⎤

⎥⎥⎥⎦
/γ(0)2, C =

⎡

⎢⎢⎢⎣

c11 . . . c1p
...

. . .
...

cp1 . . . cpp

⎤

⎥⎥⎥⎦
,

cij =
∞∑

l=−∞
E(r(k)− µ)(r(k − i)− µ)(r(k + l)− µ)(r(k + l − j)− µ), i, j = 1, . . . , p− 1.

由 (3.22) 可见, 当矩阵 V 为单位阵时, Box-Pierce 检验实为 (3.22) 的特殊情形.

利用系统的测量数据估计 (3.22)中的 ρ(i) (i = 1, . . . , p−1)和矩阵 V ,指定显著性水平 α和阈值 d,

作假设检验可辨识系统的真实变量个数 n.

3.3 残差函数全局极小值点的辨识—分枝定界算法

前一节给出的前向/后向算法中,前向算法每步辨识出一个重要变量,后向算法每步检验一个辨识

出的变量是否正确, 由于系统 (1.1) 本身的非线性, 若算法每步只寻找/检验一个变量, 则可能辨识结
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果会落于残差函数的局部极小值点而非全局极小值点. 因此, 有必要在前向/后向算法辨识结果的基

础上进一步设计算法, 寻找残差函数的全局极小值点.

注意到系统维数为 p, 真实作用变量的个数为 n, 若用穷举算法, 需计算 p(p−1)···(p−n+1)
n(n−1)···1 种可能.

对维数 p 很大的系统, 穷举法显然难以具体操作. 另一方面, 尽管前向/后向算法所得结果可能并非全

局极小值点, 但它为进一步搜索全局极小值点提供了一个好的初始值. 基于这种思路, 我们引入如下

分枝定界算法.

算法具体思路如下: 将变量集 {x1, . . . , xq} 分成互不包含的若干个子集 (可能有交集), 计算每个

子集的残差,若某个子集的残差大于前向/后向算法所得的残差,则可断言此变量集必不含全局极小值

点, 不必在此子集中进一步搜索; 反之, 若此子集的残差小于前向/后向算法所得到的残差, 意味着此

子集包含更为重要的系统变量, 将此变量集划分成若干子集进一步寻优直至算法收敛.

通过图 1所给的例子进一步解释上述算法: 假设系统维数 p = 8,系统变量为 (x1, . . . , x8),真实变

量个数 n = 2, 通过前向/后向算法所得估计值为 (x3, x5), 以 (x3, x5) 为初值, 可将系统变量进一步划

分为以下集合:

A = {(x1, x2, x4, x6, x7, x8)}, (3.23)

B = {(x3, x5)}, (3.24)

C = {(x3, x1), (x3, x2), (x3, x4), (x3, x6), (x3, x7), (x3, x8)}, (3.25)

D = {(x5, x1), (x5, x2), (x5, x4), (x5, x6), (x5, x7), (x5, x8)}. (3.26)

根据前向/后向算法的后向选择过程, 可知变量 (x3, x5)对应的残差一定小于集 C 与 D 中的变量对应

的残差, 因此可直接忽略计算集 C 与 D 残差的过程; 对集 A, 若 RSS(1, 2, 4, 6, 7, 8) ! RSS(3, 5), 可断

言 (x3, x5) 即是残差的全局极小值点; 若 RSS(1, 2, 4, 6, 7, 8) < RSS(3, 5), 则全局极小值点落于变量集

合 (x1, x2, x4, x6, x7, x8), 利用前向/后向算法寻找变量集 (x1, x2, x4, x6, x7, x8) 的残差极小值点, 然后

利用估计值进一步将 (x1, x2, x4, x6, x7, x8) 划分成互不包含的子集, 不断重复上述过程直至算法收敛.

由上述寻优过程可见,算法避免了穷举法的不可操作性,所得估计值必为残差的全局极小值点. 注

意到上述算法实质上形成了 “树状”的寻优过程,并且寻优过程限定在树的一个有界分枝内,因而称为

分枝定界 (branch and bound) 算法.

 3  5

 1  2

 3  5

 5  3

 1  2
 2  1

 4  6

 6  4

 4  6

图 1 分枝定界算法
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4 可加非线性模型的变量选择

4.1 变量选择算法

前两节针对系统 (1.1), 分别给出了局部作用变量和全局作用变量的辨识算法. 系统 (1.1) 涵盖了

一大类动态系统, 如伴有外部输入的自回归系统 (autoregressive systems with exogeneous input, ARX)

和 Hammerstein系统等,因而,变量选择算法可应用到这些系统的辨识上. 另一方面,针对特殊结构的

非线性系统,可以有针对性地设计变量选择算法,本节考虑单变量可加非线性系统的相关问题,这类系

统在工程技术领域有广泛应用 (参见文献 [38, 43–45]).

考虑单变量可加非线性系统

y(k) = f0 +
d∑

j=1

fj(x(kj)) + v(k), 1 " k " n, (4.1)

其中 {y(k), x(k1), . . . , x(kd), k = 1, . . . , n} 为测量数据, f0 为未知常数, {fj(·)}dj=1 为单变量未知函数,

v(k) 为系统噪音.

定义 I = {j = 1, . . . , d | fj(·) ̸= 0}, Ic = {1, . . . , d}\I.系统 (4.1)的变量选择就是要判断 {fj(·)}dj=1

中哪些为零、哪些非零, 即是要辨识集合 I 与 Ic.

定义 Y = [y(1), . . . , y(n)]T, V = [v(1), . . . , v(n)]T, fj = [fj(x(1j)), fj(x(2j)), . . . , fj(x(nj))]T, 1n

= [1, . . . , 1]T, 系统 (4.1) 可表示为

Y = f01n +
d∑

j=1

fj + V. (4.2)

辨识算法可分为两步,由于 {f0, fj(·), j = 1, . . . , d}未知,首先构造算法估计 {f0, fj(·), j = 1, . . . , d},
在此基础上, 构造准则函数并以此来判断 {fj(·)}dj=1 的零元和非零元.

假设 {f0, fj(·), j = 1, . . . , d} 的估计为 {f̂0, f̂j(·), j = 1, . . . , d} (具体算法下节给出), 系统 (4.1) 的

变量选择算法如下:

ĉ = [ĉ1, . . . , ĉd]
T = argmin

ci!0

{
1

2

∥∥∥∥Y − f̂0 −
d∑

j=1

cj f̂j

∥∥∥∥
2

+ λn

d∑

j=1

cj

}
. (4.3)

针对系统 (4.1) 和算法 (4.3), 引入如下假设:

(A3.1) ∥(fT
I fI/n)−1∥ <∞, 其中 fI 是由 fj (j ∈ I) 构成的矩阵, 并且 ∥fj∥/

√
n <∞, j = 1, . . . , d;

(A3.2) 存在趋于零的正序列 {δn}n!1 使得 ∥f̂j − fj∥2/n = OP (δ2n), j = 1, . . . , d, 其中 f̂j 是 fj 的

估计;

(A3.3) 选取权系数 λn 满足 λn/n→ 0, 并且 δn = o(λn/n).

假设 (A3.1)是系统 (4.1)的 “持续激励条件”,假设 (A3.2)要求函数估计具有一定的收敛速度.在

上述假设下, 可证明以下结论:

定理 4.1 [46] 考虑可加非线性系统 (4.1). 假设 (A3.1)–(A3.3) 成立, 则有

P(ĉj = 0)→ 1, ∀ j ∈ Ic, (4.4)

P(ĉj > 0)→ 1, ∀ j ∈ I. (4.5)

由定理 4.1 可见, 通过判断准则函数 (4.3) 的极小值点为零或非零, 就可判断对应函数 fj(·) 是否
为零, 从而实现变量选择的目的. 准则函数 (4.3) 需要 fj(·) 的估计, 下一节给出辨识算法.
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4.2 f0 和 fj (j = 1, . . . , d) 的辨识算法

考虑系统 (4.1) 的开环辨识, 则可以适当地选择输入信号使系统具有平稳遍历性 (参见文献 [38,

40]), 不妨假设 Efj(x(kj)) = 0, 否则系统 (4.1) 可等价改写为

y(k) = f̄0 +
d∑

j=1

f̄j(x(kj)) + v(k), 1 " k " n, (4.6)

其中 f̄0 = f0 +
∑d

j=1 Efj(x(kj)), f̄j(x(kj)) =
∑d

j=1(fj(x(kj))− Efj(x(kj))).

首先考虑 fj(·) 的核估计

f̂j(vj) =

∑n
i=1 Khj (x(ij)− vj)yi∑n
i=1 Khj (x(ij)− vj)

, (4.7)

其中 hj 为带宽参数, K(·) 为一维核函数. 可以证明, 若对任意 i ̸= j 有 {x(kj)}k!1 与 {x(ki)}k!1 独

立, 则核估计 (4.7) 是 fj(vj) 的强一致估计 (参见文献 [38]). 但对系统 (4.1), {x(kj)}k!1 与 {x(ki)}k!1

独立的假设过于苛刻,这种假设排除了工程中常见的许多系统 (如可加 NARX系统等),因而有必要改

进算法、放宽假设条件. 为此, 我们首先引入以下算法:

p̂j(vj) =
1

n

n∑

i=1

Khj (x(ij)− vj), (4.8)

p̂jl(vj , vl) =
1

n

n∑

i=1

Khj (x(ij)− vj)Khl(x(ij)− vl). (4.9)

构造准则函数

min
f̄0,f̄1,...,f̄d

1

2

∫ n∑

i=1

(
yi − f̄0 −

d∑

j=1

f̄j(vj)

)2 d∏

r=1

Khr (xir − vr)dv, (4.10)

s.t.

∫
f̄j(vj)p̂j(vj)dvj = 0, j = 1, . . . , d. (4.11)

准则函数 (4.10) 和 (4.11) 是针对 f̄0, f̄1, . . . , f̄d 的泛函优化, 其极小值点记为 f̃0, f̃1, . . . , f̃d. 利用

Lagrange 乘子和变分法, 可得极小值点 f̃0, f̃1, . . . , f̃d 满足方程 (参见文献 [47])

f̃0 =
1

n

n∑

i=1

yi −
d∑

j=1

∫
p̂j(vj)f̃j(vj)dvj , (4.12)

f̃j(vj) = f̂j(vj)−
∑

l ̸=j

∫
f̃l(vl)

p̂jl(vj , vl)

p̂j(vj)
dvl − Y , j = 1, . . . , d, (4.13)

其中 f̂j(vj) 是 (4.7) 给出的核估计, Y = 1
n

∑n
i=1 yi.

任意给定初值 {f̃ (0)
j (·), j = 1, . . . , d}, (4.12) 和 (4.13) 可由以下算法迭代求解:

f̃ (k)
j (vj) = f̂j(vj)−

∑

l<j

∫
f̃ (k)
l (vl)

p̂jl(vj , vl)

p̂j(vj)
dvl −

∑

l>j

∫
f̃ (k−1)
l (vl)

p̂jl(vj , vl)

p̂j(vj)
dvl − Y , (4.14)

f̃ (k)
0 = Y −

d∑

j=1

∫
p̂j(vj)f̃

(k)
j (vj)dvj . (4.15)
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注意 (4.14)和 (4.15)包含函数 f̃ (k)
j (·)在整个实数域上的积分. 在实际计算中,我们首先给出初值

f̃ (0)
j (·) 在有限个格点上的值以及相应的密度估计 (4.7), 据此以有限和代替无穷积分, 迭代计算 (4.14)

和 (4.15).

算法总结如下:

(IV.1) 设置格点并依 (4.7)–(4.9) 计算 p̂j 和 p̂jl, j ̸= l;

(IV.2) 设置迭代算法的初始值 f̃ (0)
j = f̂j , j = 1, . . . , d;

(IV.3) 迭代计算 (4.14) 和 (4.15) 直至满足算法的终止条件;

(IV.4) 利用格点上的函数估计值作内插以得到大范围的函数逼近.

可以证明, 在系统具有混合相依性的条件下, 迭代算法产生的估计序列具有收敛性和渐近正态性.

综合算法 (4.3) 和 (4.10), 对可加非线性系统 (4.1) 同时实现了未知函数的估计和变量选择 (参见文

献 [46, 47]).

5 仿真例子

本节主要考察第 3 节算法的数值模拟, 第 2 和 5 节算法的数值模拟可参见文献 [39, 46].

例 5.1 考虑如下数值例子 (参见文献 [23]):

y(k) = 10 sin(x1(k)x2(k)) + 20(x3(k)− 0.5)2 + 10x4(k) + 5x5(k) + x6(k)x7(k)

+ x7(k)
2 + 5 cos(x6(k)x8(k)) + exp(−|x8(k)|) + 0.5η(k), (5.1)

其中 η(k) 是独立同分布的随机变量, η(k) ∼ N (0, 1), x3(k) 和 x5(k) 是区间 [−1, 1] 上均匀分布的独立
同分布随机序列, 系统的其他变量满足

x4(k) = x3(k) · x5(k) + 0.1 · η(k),

x1(k) = x3(k)
2 · x5(k) + 0.1 · η(k),

x2(k) = x3(k) · x5(k)
2 + 0.1 · η(k),

x6(k) = x1(k)− x4(k) + 0.1 · η(k),

x7(k) = x3(k)
3 · x5(k) + 0.1 · η(k),

x8(k) = x2(k) · x5(k) + 0.1 · η(k).

(5.2)

由上可见, 系统 (5.1) 虽为 8 维系统, 真正的作用变量只有 x3(k) 和 x5(k), 变量个数 n = 2.

设数据长度为 500, 设定带宽参数 h = 0.2. 利用第 3 节所给算法, 考察变量个数和作用变量的

辨识.

第 1 步 利用前向/后向算法, 当 n = 1, 2, . . . , 8 时, 依次计算系统残差. 从图 2 可见, 当 n ! 2 时,

系统残差基本保持不变, 因而初步判定系统的变量个数 n = 2.

第 2 步 利用推广的 Box-Pierce 检验辨识变量个数: 计算 (3.22), 可得 Qp−1 = Q7 = 8.2273, 给

定显著性水平 α = 0.05, 对应 χ2
0.05(7) = 14.07, χ2

0.05(7) > Qp−1, 因此接受 n = 2 作为系统真实的变量

个数.

第 3 步 固定 n = 2, 利用前向/后向算法辨识系统的作用变量, 重复 100 次数值模拟, 每次试验

的数据长度均为 500, 每次试验的辨识结果均为 x3(k) 和 x5(k).
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图 2 残差与变量个数的关系

第 4 步 利用分枝定界算法寻找残差函数的全局极小值点: 依图 3 所示, 将变量集分成若干子集,

计算可得

RSS(x3, x5) " min{RSS(xj , x5),RSS(x3, xj)}, j = (1, 2, 4, 6, 7, 8),

RSS(x3, x5) = 0.6484 < RSS(x1, x2, x4, x6, x7, x8) = 23.04.

从而可知, x3(k) 和 x5(k) 是残差函数的全局极小值点.

第 5 步 辨识结果的验证: 由前四步的结果可知, 存在函数 g(·) 使得

y(k) = f(x1(k), x2(k), x3(k), x4(k), x5(k), x6(k), x7(k), x8(k)) = g(x3(k), x5(k)).

选取一组新的输入信号

x3(k) = 0.9 ∗ sin
(
2πk

20

)
, x5(k) = 0.9 ∗ cos

(
2πk

20

)
, k = 1, . . . , 40.

利用前 500 组数据作系统辨识, 后 40 组数据作验证. 具体地讲, 分别假设系统的变量个数为 8 和 2,

利用前 500 组数据分别估计函数 f 和 g, 设估计值为 f̂ 和 ĝ, 然后利用后 40 组数据计算系统输出的

估计值

ŷ1(k) = f̂(x1(k), x2(k), x3(k), x4(k), x5(k), x6(k), x7(k), x8(k)), k = 1, . . . , 40,

ŷ2(k) = ĝ(x3(k), x5(k)), k = 1, . . . , 40,

并计算估计值的拟合度 (Goodness-of-Fit, GoF)

GoFi =

(
1−

√ ∑
(y(k)− ŷi(k))2∑

(y(k)− 1
40

∑
y(k))2

)
× 100%, i = 1, 2.

图 4 中实线是系统真实输出, 折线是假设变量个数 n = 8 时系统输出的估计值 (GoF = 0.6940), 点状

折线是系统变量个数 n = 2时输出的估计值 (GoF = 0.9205). 显然,当精确获知系统的真实变量时,系

统的输出估计更为精确.

 3  5  5  3

图 3 分枝定界算法寻找残差函数的全局极小值点
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Gof = 0.9205 (2−dim), 0.6940 (8−dim)
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图 4 变量个数分别为 2 和 8 时估计模型的输出与真实输出的对比

例 5.2 在系统 (5.1) 基础上, 考虑如下数值例子:

y(k) = 0.1 sin(x1(k)x2(k)) + 20(x3(k)− 0.5)2 + 10x4(k) + 5x5(k) + 0.1x6(k)x7(k)

+ 0.1x7(k)
2 + 0.1 cos(x6(k)x8(k)) + 0.1 exp(−|x8(k)|) + 0.5η(k), (5.3)

其中 η(k) 是独立同分布的随机变量, η(k) ∼ N (0, 1), xi(k) (i = 1, . . . , 8) 是区间 [−1, 1] 上均匀分布的
独立同分布随机序列. 可见, xi(k) (i = 1, . . . , 8) 均是系统的作用变量, 变量个数 n = 8. 另一方面, 从

系统 (5.3) 参数值的大小可见, 变量 x3、x4 和 x5 起主要作用, 相比之下其他变量的作用很小.

仍然利用第 3节的算法,第 1步,利用前向/后向算法,当 n = 1, 2, . . . , 8时,依次计算系统残差. 从

图 5可见,当 n ! 3时,系统残差基本保持不变,因而初步判定系统的变量个数 n = 3; 第 2步,利用推

广的 Box-Pierce检验辨识变量个数: 计算 (3.22),可得 Qp−1 = Q7 = 6.9591,给定显著性水平 α = 0.05,

对应 χ2
0.05(7) = 14.07, χ2

0.05(7) > Qp−1,因此接受 n = 3作为系统真实的变量个数;第 3步,固定 n = 3,

利用前向/后向算法辨识系统的作用变量, 重复 100 次数值模拟, 每次试验的数据长度均为 500, 每次

试验的辨识结果均为 x3(k)、x4(k) 和 x5(k); 第 4 步, 辨识结果的验证: 由前四步的结果可知, 存在函

数 g(·) 使得 y(k) = f(x1(k), x2(k), x3(k), x4(k), x5(k), x6(k), x7(k), x8(k)) ≈ g(x3(k), x4(k), x5(k)). 选取

一组新的输入信号

x3(k) = 0.8 ∗ sin
(
2πk

20

)
, x4(k) = 0.8 ∗ sin

(
2πk

20

)
· cos

(
2πk

20

)
,

x5(k) = 0.8 ∗ cos
(
2πk

20

)
, k = 1, . . . , 40.

利用前 500 组数据作系统辨识, 后 40 组数据作验证. 具体地讲, 分别假设系统的变量个数为 8 和 3,

利用前 500 组数据分别估计函数 f 和 g, 设估计值为 f̂ 和 ĝ, 然后利用后 40 组数据计算系统输出的

估计值

ŷ1(k) = f̂(x1(k), x2(k), x3(k), x4(k), x5(k), x6(k), x7(k), x8(k)), k = 1, . . . , 40,

ŷ2(k) = ĝ(x3(k), x4(k), x5(k)), k = 1, . . . , 40,

并计算估计值的拟合度 GoF (GoF = 0.9220, n = 3; GoF = 0.5189, n = 8). 从图 6 可见, 舍去次要变

量、利用最主要的作用变量 x3(k)、x4(k) 和 x5(k) 可以使系统辨识的精度更高.
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GoF = 0.9220 (3−dim), 0.5189 (8−dim)
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图 5 残差与变量个数的关系 图 6 变量个数估计模型的输出与真实输出的对比

6 小结与讨论

本文针对非参数非线性系统,从局部变量选择和全局变量选择等不同角度给出了算法和主要结论.

第 2、3.1 和 3.2、4 节的详细理论推导可参见文献 [39, 46, 47], 第 3.3 小节的内容不见于其他文献. 非

线性系统变量选择的研究还处于起步阶段, 有许多问题值得深入探讨, 如闭环情形下的相关问题等.

综上, 系统的变量选择对于模型简化和提高辨识精度等有着重要作用, 与机器学习和稀疏表示等

交叉学科联系密切.本文介绍了我们近期在这个问题上的研究进展,由于学识所限,难免存在疏漏与偏

颇, 恳请专家同行不吝赐教.
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Variable selection in nonlinear non-parametric system
identification

BAI ErWei, LI Kang, ZHAO WenXiao, MU BiQiang & ZHENG WeiXing

Abstract This paper considers a problem of variable selection for a high dimensional nonlinear non-parametric

system. Different algorithms are proposed for cases when the number of observed data increasing to infinity, being

finite, and the nonlinear system being additive. The theoretical properties of the proposed algorithms are obtained,

which are validated by simulation examples. The algorithms find the relationship between the input and output

variables, and further the inter-dependence of input variables so that the importance of the input variables can

be established.

Keywords variable selection, nonlinear nonparametric system, additive nonlinear system, local contribut-

ing variable, global contributing variable
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